
1

УДК 539.3

Конечно-элементное моделирование 
больших деформаций нелинейно-упругих материалов 

с использованием модели АV

© Ю.И. Димитриенко,   А.А. Веретенников
МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия

Предложен алгоритм конечно-элементного решения трехмерной задачи нелинейной 
теории упругости при конечных деформациях для двух моделей: так называемой мо-
дели AV и неогуковской модели. Алгоритм представляет собой модификацию мето-
да Боне, основанного на использовании слабой вариационной формулировки задачи 
теории упругости в приращениях в актуальной конфигурации. Приведены примеры 
численного решения задачи о больших деформациях одноосного растяжения бруса 
в трехмерной постановке. Проведено сравнение конечно-элементных расчетов с из-
вестными аналитическими решениями, которое показало очень высокую точность 
предложенного алгоритма численного решения. Численные расчеты проведены на 
основе авторских комплексов программного обеспечения, в том числе авторской 
реализации метода Холецкого с использованием деревьев исключения для решения 
систем линейных уравнений большой размерности.
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Введение. В последнее время значительно возросло число иссле-
дований, направленных на разработку конечно-элементных методов 
решения задач нелинейной механики с большими деформациями, от-
метим лишь некоторые работы в этой области [1–12]. Наиболее извест-
ные методы конечно-элементного решения задач нелинейной теории 
упругости при конечных деформациях основаны на использовании 
вариационной формулировки в недеформированной конфигурации 
[12, 13]. В работе [14] Боне был предложен метод, основанный на ис-
пользовании вариационной слабой формулировки задачи в прираще-
ниях и актуальной (деформированной) конфигурации. Для сжимаемой 
неогуковской модели нелинейно-упругого поведения материала метод 
достаточно эффективен. Известно, что реализация того или иного чис-
ленного метода существенно зависит от выбранной модели нелиней-
но-упругого материала. Целью настоящей работы является примене-
ние метода Боне для решения задач нелинейной теории упругости для 
модели, отличной от неогуковской, — для полулинейной модели AV, 
согласно классификации моделей, предложенной в [15–17].

Математическая постановка задачи. Рассматривается постанов-
ка квазистатической задачи нелинейной теории упругости с конечны-
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ми деформациями для изотропной сжимаемой гиперупругой среды. 
В актуальной конфигурации уравнение равновесия в дифференциаль-
ной формулировке имеет вид [17]

∇·T + ρf = 0, (1)

где T — тензор напряжений Коши; f — плотность внешних массовых 
сил; ρ — плотность материала; ∇ — набла-оператор. Соответствую-
щий уравнениям (1) принцип виртуальной работы (вариационное урав-
нение) имеет вид [17]

( ), 0,n
V V

W dV dV d
Σ

δ δ = ⋅δ − ρ ⋅δ − ⋅δ Σ =∫ ∫ ∫u v T D f v t v  (2)

где u — вектор перемещений; δv — произвольная виртуальная скорость; 

V — объем тела в актуальной конфигурации; 1 ( )
2

T= ∇⊗ +∇⊗D v v  — 

тензор скоростей деформации; tn — плотность внешних поверхност-
ных сил (вектор напряжений). Последний интеграл берется по грани-
це Σ объема V.

Для задачи (1) выберем два типа определяющих соотношений не-
линейной гиперупругой изотропной сжимаемой среды: соответствую-
щие модели A5 по классификации, введенной в [17], и неогуковской 
модели. Определяющие соотношения модели AV имеют вид

( )( )1 ,1 2
J

TI= ⋅ λ + μ ⋅T F C C F  (3)

здесь F — градиент деформаций; J = det F; C — тензор деформаций 
Коши—Грина; λ и μ — параметры Ламе материала. Соотношения 
между вектором перемещений и градиентом деформации и тензором 
деформации Коши—Грина имеют следующий вид:

,T
°

= +∇⊗F E u  (4)

1 ,
2

T T
° ° ° °⎛ ⎞= ∇⊗ +∇⊗ +∇⊗ ∇⊗⎜ ⎟

⎝ ⎠
⋅C u u u u  (5)

где E — единичный тензор, а i
iX

° ∂
∇⊗ = ⊗

∂
uu r  — градиент вектора 

перемещений, заданный в отсчетной конфигурации; ir  — локальные 
векторы взаимного базиса.

Определяющие соотношения неогуковской модели выберем в ва-
рианте Боне из [14]:
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( ) ( )ln ,J
J J
μ λ

= − +T B E E  (6)

где B = F ·FT — мера деформаций Фингера.
Граничные условия для уравнений (1) выберем в виде заданных пе-

ремещений u0 на части Σu поверхности и свободной от нагрузок остав-
шейся части ΣT = Σ\Σu поверхности в актуальной конфигурации

0 , .
u TΣ Σ
= ⋅ =u u n T 0  (7)

Линеаризация задачи. Задача решалась с применением метода ко-
нечных элементов в актуальной конфигурации. В силу постановки за-
дачи (1) в конечных деформациях результирующая система в методе 
конечного элемента является нелинейной. Для решения системы не-
линейных уравнений применялась следующая модификация метода 
Ньютона: пусть F(x) = 0 — система нелинейных уравнений, x0 — при-
ближенное решение, а x = x0 + u — точное решение системы, тогда 
алгоритм метода Ньютона имеет вид

F(xi) + DF(xi) [u] = 0,   xi + 1 = xi + u, (8)

где DF(xi) [u] — производная по направлению вектора u, определяемая 
как слабый дифференциал (дифференциал Гато [18]):

0 0

( ) ( )( , ) ( ) lim .|dD
d ξ= ξ→

+ ξ −
= + ξ =

ξ ξ
0 0

0 0
F x u F xF x u F x u  (9)

В случае, если функционал DF(x0, u) линеен по ξ, то DF(x0, u) =
= DF(x0)·u. Если же при этом u — вектор из конечномерного про-
странства, то обычно используют такое обозначение [14]: DF(x0)·u =
= DF(x0)[u].

Линеаризация принципа виртуальной работы (2) согласно ал горит-
му (8) метода Ньютона имеет вид

δW(φk, δv) + DδW(φk, δv) [u] = 0, (10)

здесь φk – k-е приближение решения в перемещениях; u — приращение 
решения; D — символ производной по направлению неизвестного век-
тора перемещений u.

В рассматриваемой задаче внешние поверхностные и массовые 
силы отсутствовали и граничные условия задавались только в виде пе-
ремещений (7). С учетом этого из (9) и (2) можно получить вы ражение 
для слабой производной [14]:
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( )[ ] ( ) ( )( )4, .T
k

V V

D W dV dVδ ϕ δ = δ ⋅⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∇⊗ ⋅ ∇⊗δ∫ ∫v u D C T u vε  (11)

Тогда, перенеся в (10) δW(φk, δv) в правую часть со знаком минус, 
линеаризованный принцип виртуальной работы принимает вид

( ) ( )( )4 .T

V V V

dV dV dVδ ⋅⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∇⊗ ⋅ ∇⊗δ = − ⋅⋅δ∫ ∫ ∫D C T u v T Dε  (12)

Здесь ( )1
2

T= ∇⊗ +∇⊗u uε  — тензор деформаций линейной теории 

упругости; 4C — тензор упругих постоянных четвертого ранга в про-
странственном описании, зависящий от материала. Для моделей AV 
и неогуковской компоненты тензора 4C соответственно имеют вид

( )

( )

5 1 ,
2

1 2 ,

ln .

A
ijkl ij kl ik jl il jk

NH
ijkl ij kl ik jl

C
J

C
J

J

= λδ δ +μδ δ +μδ δ

′= λδ δ + μ δ δ

′μ = μ − λ  (13)

Материальную составляющую линеаризованного уравнения вирту-
альной работы обозначим следующим образом:

( )[ ] 4, ,C k
V

D W dVδ ϕ δ = δ ⋅⋅ ⋅ ⋅∫v u D C ε  (14)

а геометрическую составляющую, соответственно, так

( )[ ] ( ), .T
G k

V

D W dV⎡ ⎤δ ϕ δ = ⋅⋅ ∇⊗ ∇ δ ⎦⋅ ⊗⎣∫v u T u v  (15)

Численный метод решения задачи. Дискретизация задачи по ме-
тоду конечных элементов (КЭ) проводится разделением всей области 
решения в актуальной конфигурации на изопараметрические конечные 
элементы, и аппроксимации решения в каждом КЭ с помощью полино-
миальных функций:

( )
1

,
n

j
i i

i

N X
=

=∑u q  (16)

где Ni(X j ) — функции формы; X j — лагранжевы координаты; qi — не-
известные перемещения в узлах кон ечного элемента.

После серии преобразований вклад дискретизированной матери-
альной составляющей (14) в линеаризованное уравнение виртуальной 
работы на элементе e и узлов a и b имеет вид
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( )[ ]

( ) ( )4

,
1 1
2

.
2

e

Ce k a a b b

a a a a b b b b e
V

D W N N

N N N N dV

δ ϕ δ =

= δ ⊗∇ +∇ ⊗δ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⊗∇ +∇ ⊗∫

v u

v v C u u  (17)

Вклад геометрической составляющей (15) дискретизируется следу-
ющим образом:

( )[ ] ( ), .
e

Ge k a a b b a b e
V

D W N N N N dVδ ϕ δ = δ ⋅ ∇ ⋅ ⋅∇ ⋅∫v u v u T E  (18)

Вклад эквивалентных узловых усилий имеет вид

( ), .
e

e k a a a
V

a edVW N Nδ ϕ δ = δ ⋅∇⋅ ∫v v T  (19)

Дискретизация полученных соотношений согласно методу конеч-
ных элементов приводит к матрично-векторной постановке задачи:

[KA + Kσ]{u} = –{R}. (20)

Здесь {u} — вектор приращения решения; [KA] и [Kσ] — материальная 
и геометрическая компоненты матрицы жесткости конечного элемента:

[ ] [ ] ,[ ]  [ ] [ ] ] ,} [ {T T
A

V V

K B C B dV dVK Bσ= σ=⋅ ⋅∫ ∫  (21)

где [B] — матрица производных функций формы конечного элемента; 
[C] — матричная запись симметричного тензора 4C упругих постоян-
ных; {σ} — столбец компонент тензора истинных напряжений Коши в 
текущий момент времени (рассчитывается в результате итерационной 
процедуры); {R} — ст олбец эквивалентных узловых сил:

{ }  [ ] { } .T

V

R B dV= ⋅ σ∫

В силу нелинейной постановки матрица [Kσ] и {R} зависят от на-
пряжений {σ}, полученных на предыдущем шаге метода Ньютона.

В качестве первого приближения использовались напряжения, по-
лученные при применении к дискретизированной геометрии задачи 
граничных условий в виде перемещений: полагая решением на нуле-
вой итерации исходную геометрию, измененную на граничные усло-
вия, т. е. если x0 — вектор координат узлов в исходной конфигурации, 
и u0 — вектор приращений координат узлов, задаваемый граничны-
ми условиями в виде перемещений, то x01 = x0 + u0 — вектор коорди-
нат узлов в нулевой итерации. Разница между двумя этими векторами 
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(x01 – x0 = u0) задает деформацию узлов, по которой можно рассчи-
тать градиент деформации и тензор деформации, а значит, используя 
(3) или (5), можно получить и компоненты тензора напряжений Коши 
в выбранной точке конечного элемента.

Алгоритм решения задачи. Алгоритм состоит из двух циклов: 
цикл по итерациям нагрузки и цикл по итерациям метода Ньютона.

Схема алгоритма следующая.
1. Ввод геометрии, граничных условий и параметров материала.
2. Инициализация x = x0 — глобальный вектор координат узлов.
3. Цикл по итерациям нагрузки:

3.1. обновить глобальный вектор узлов x решением (перемеще-
ниями), полученным на предыдущей итерации нагрузки и гранич-
ными условиями (xi1 = xi + u0);

3.2. найти {R};
3.3. построить глобальную матрицу жесткости;
3.4. реализовать цикл по итерациям метода Ньютона:

3.4.1. построить глобальную матрицу жесткости;
3.4.2. найти вектор R;
3.4.3. исключить из матрицы жесткости предписанные 
перемещения;
3.4.4. решить СЛАУ (20);
3.4.5. вычислить невязку T·u;
3.4.6. вычислить смещение координат точек x = x + u.

Для решения СЛАУ применялась модификация метода Холецкого 
с использованием дерева исключения (eliminationtree) [19], а также ме-
тод сопряженных градиентов с предобуславливателем в виде неполно-
го LU-разложения (ILU).

Пример численного решения. Для тестирования предложенного 
алгоритма была рассмотрена задача об одноосном растяжении бруса, 
для которой известно аналитическое решение [17]. Были выбраны сле-
дующие значения констант задачи:

λ = 100 МПа, μ = 100 МПа, h1 = 1, h2 = 6, h3 = 1,

где hi — геометрические размеры бруса в отсчетной конфигурации.
На каждой итерации брусу придавалось приращение по оси растя-

жения бруса 0,8333 % за 1 итерацию.
На рис. 1 приведен пример решения задачи о растяжении бруса 

для модели AV. Показано распределение эквивалентного напряжения 
в брусе при деформации растяжения 20 %. В виде сетки представле-
на отсчетная конфигурация бруса до деформации. Цветом обозначе-
но эквивалентное напряжение фон Мизеса (второй инвариант тензора 
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напряжений I2(T) [20]. Полученное решение согласуется с известным 
аналитическим решением [17], относительная ошибка не превышает 
0,01 %. На рис. 3 показана диаграмма напряжения — деформации для 
численного и аналитических решений. Аналогичные графики приве-
дены для неогуковской модели (рис. 2 и 4). Относительная ошибка не-
огуковской модели не превышает 0,016 %.

Малое количество итераций для модели AV по сравнению с неогу-
ковской моделью объясняется потерей сходимости метода Ньютона 
при деформациях выше 20 %. Это явление можно объяснить сильным 
влиянием нелинейности модели на сходимость метода Ньютона.

Рис. 1. Распределение интенсивности напряжений I2(T), МПа, в брусе мо-
дели AV при растяжении до деформации 20 %. Сеткой показана отсчетная 

конфигурация бруса

Рис. 2. Распределение интенсивности напряжений I2(T), МПа, в брусе 
неогуковской модели при растяжении до деформации 100 %. Сеткой пока- 

зана отсчетная конфигурация бруса
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Рис. 4. Диаграмма напряжения (фон Мизеса) I2(T), МПа, — относительное 
удлинение δ1 бруса при растяжении для численного (точки) и аналитического 

(сплошная линия) решений для неогуковской модели

Рис. 3. Диаграмма напряжения (фон Мизеса) I2(T), МПа, — относительное 
удлинение δ1 бруса при растяжении для численного (точки) и аналитического 

(сплошная линия) решений в модели AV
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Все исходные коды конечно-элементного комплекса, использовав-
шегося для данной работы, вместе с исходными данными, доступны по 
адресу https://github.com/fourier/fea-large. Авторская реализация мето-
да Холецкого с использованием дерева исключения доступна по адре-
су https://github.com/fourier/libspmatrix.

Выводы. Предложен основанный на слабой вариационной фор-
мулировке алгоритм конечно-элементного решения трехмерной зада-
чи нелинейной теории упругости при конечных деформациях в акту-
альной конфигурации для двух моделей: модели AV и неогуковской 
модели сжимаемых сред. Разработано программное обеспечение, ре-
ализующее данный алгоритм, на основе авторской реализации метода 
Холецкого с использованием матриц исключения для решения систем 
линейных уравнений большой размерности. Проведенное сравнение 
конечно-элементных расчетов с известными аналитическими решени-
ями для задачи о больших деформациях одноосного растяжения бруса 
в трехмерной постановке, показало очень высокую точность предло-
женного алгоритма численного решения.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Мини-
стерства образования и науки Российской Федерации (номер НИР 
1.5433.2011) и РФФИ (грант № 12-08-00998-а).
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