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Поле электромагнитного узла и метрика 
Спарлинга – Тода

© В.Н. Тришин
МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия

Рассмотрены явные антисамодуальные решения комплексных уравнений Эйнштей-
на на основе изотропных решений действительных уравнений Максвелла в вакууме. 
Показано, что решению уравнений Максвелла, описывающему поле электромагнит-
ного узла, соответствует известная метрика Спарлинга – Тода.

Ключевые слова: антисамодуальные решения, уравнения Эйнштейна, электромаг-
нитный узел, изотропное поле Максвелла.

Введение. В настоящей работе рассмотрены антисамодуальные 
решения комплексных уравнений Эйнштейна, принадлежащие классу 
Керра – Шилда. Известно [1], что такие решения локально могут быть 
получены из изотропных решений действительных уравнений Мак-
свелла в плоском пространстве.

Пусть M – комплексное четырехмерное многообразие с координа-
тами (x, y, w, z). Используя спинорный формализм абстрактных индек-
сов [2], записываем координаты в виде

 = = , ,AA A Ay w
X x w

x z
  

  
 (1)

где 0 1= = ( , ), = = ( , ).A A A Ax X y x w X w z 
Индексы, принимающие значения 0,1, опускаются  = A

B ABx x   

и поднимаются  =A AB
Bx x  с помощью антисимметричного спин-

тензора AB = – BA.
Вакуумные уравнения Эйнштейна приводят к условиям

= 0, = 0,ABA B R   (2)

где ABA′B′ – спинор Риччи; R – скалярная кривизна.
Условие антисамодуальности конформной кривизны имеет вид

A′B′C′D′ = 0, (3)

где A′B′C′D′ – самодуальный спинор Вейля.
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Таким образом, тензор кривизны принимает вид

= .ABCD A B C DR         (4)

Метрику антисамодуального многообразия Эйнштейна в координа-
тах (x, y, w, z), удовлетворяющую условиям (2) и (3), можно записать 
в виде [3]

   
2

2 2

= 2 2 =

= 2 2 2 .

A A B
A AB

yy xy xx

ds dx dw dw dw

dwdx dzdy dw dwdz dz

 

       (5)

В метрике (5)
2

( )= = .AB AB A Bx x
 

 
 

 (6)

Комплексная функция (x, y, w, z) является решением второго урав-
нения Плебаньского [4]:

2= .yz xw xy xx yy      (7)

Метрики в форме Керра – Шилда имеют следующее представление:

g =  + H l  l, (8)

где  – метрика Минковского; l – некоторый изотропный вектор; H – 
функция координат многообразия.

Метрика (5) принадлежит [1] классу Керра – Шилда при условии, 
что поле AB является изотропным:

2= 2( ) = 0.AB
AB xx yy xy      (9)

Тогда из второго уравнения Плебаньского (7) следует, что потенци-
ал  должен удовлетворять волновому уравнению

yz + xw = 0. (10)

Уравнение (10) при условии (6) эквивалентно вакуумным уравне-
ниям Максвелла в пространстве Минковского:

AA′AB = 0. (11)

Таким образом, запишем метрику антисамодуального многообра-
зия Эйнштейна в форме Керра – Шилда:
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2 2= 2 2 ( ) .A A
A Ads dx dw dw    (12)

В метрике (12) спинорное поле A определяет главное изотропное 
направление поля Максвелла:

AB = AB. (13)

Конструкция изотропного поля Максвелла. По теореме Робин-
сона [5], уравнения Максвелла для (13) приводят к условию бессдвиго-
вости для конгруэнции, определяемой спинорным полем A, а именно:

AB AA′B = 0. (14)

Действительно-аналитические решения этой системы в плоском 
пространстве

2 = 2 = 2( )A
Ads dx dw dwdx dzdy

можно получить с помощью теоремы Керра (см., например, работу [1]).
Спинор A неявно определен уравнением

( , ) = 0,AA
A AF i X     (15)

где F(�) – произвольная голоморфная однородная функция (дуально-
го) твистора = ( , )AA


  Z  с = .A AA

Ai X   
Функция (x) в выражении (13) должна удовлетворять системе 

уравнений

ln = .A A
AA AA A         (16)

В уравнениях (16) A определяется из выражения

= .A
AA B B A       (17)

Данная система для аналитических конгруэнций, заданных с помо-
щью теоремы Керра функцией F(�), всегда имеет решения. Для их 
явного построения удобно воспользоваться результатами работы [6]. 
В ней было показано, что общее аналитическое решение для (x) имеет 
вид

 = �G,

где функция � определена условием

= ,AA A
A

A

F FiX 


  
    

�  (18)
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функция G(�) – произвольная голоморфная однородная функция 
твистора � степени однородности (m – 4); m – степень однородности 
функции F(�).

Поле электромагнитного узла. Рассмотрим простейший случай 
линейной функции ( ) = ,F 

 � � �  где = (0, ,0,1)sA  – заданный тви-
стор с s = const. Уравнение (15) в координатах (1) принимает вид

1 0 1( ) = 0.s i w z      (19)

Отсюда для проективной компоненты спинора  = 1/0 получаем

= .w
z is

 


 (20)

В декартовых координатах ds2 = 2(dwdx + dzdy) = dT 2 – dX 2 – dZ 2,

1= = .
2

AA y w T Z X iY
X

x z X iY T Z
     

        
 (21)

Таким образом,

= .
2

X iY
T i s Z


 

  
 (22)

Полученное спинорное поле A определяет в пространстве Минков-
ского хорошо известную конгруэнцию Робинсона [2]. Соответствую-
щее изотропное поле Максвелла принимает вид

0 0 0 1

1 0 1 1

= ,AB G
    

      
�  (23)

где 0= ;i
z is
 


�  , AA
A AG i X     – произвольная голоморфная функция 

степени однородности (–3).
Используя выражение для проективной компоненты , получаем 

следующее выражение для изотропного поля Максвелла, задаваемого 
конгруэнцией Робинсона:

    
2

, , 1
= ,AB

g i y x i w z
i

z is
        

      
 (24)



5

Поле электромагнитного узла и метрика Спарлинга – Тода

где = ;w
z is

 


 g – произвольная голоморфная функция трех 

переменных.
В частности, выбирая функцию G(�) в виде

3 3 3
2 0 0

1 1( ) = = ,
4( ) 4 ( )

G
s i y x is     

�
� �

 (25)

получаем для поля Максвелла выражение

 

  

2

3 22

1
= .
4

AB
z is

yz xw is y z s

 
        

 (26)

В декартовых координатах (26) можно представить в виде

 
  

2

3 22 2 2 2

12= ,
2

AB
T i s Z

T i s X Y Z

  
        

 (27)

Здесь

= ,
2

X iY
T i s Z


 

  
 (28)

что соответствует (при s ≠ 0) полю электромагнитного узла Хопфа, 
приведенному в работе [7]. Интегральные кривые поля вектора Пойн-
тинга для этого решения имеют структуру расслоения Хопфа.

Заметим, что потенциал (x) для поля электромагнитного узла (26)

  2
1 .

8 yz xw is y z s
 

   
 (29)

В декартовых координатах (29) можно записать в виде

  2 2 2 2

1 .
4 2T i s X Y Z

 
   

 (30)

Метрика Спарлинга – Тода. Метрика (12) антисамодуального 
пространства Керра – Шилда, построенная с помощью поля Максвелла 
(26), имеет вид

 
  

  

2
2

32
= 2 .

2

z is dw wdzds dwdx dzdy
yz xw is y z s

 
 

   
 (31)
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Эта метрика является известной метрикой Спарлинга – Тода [8], ко-
торая описывает антисамодуальное вакуумное пространство типа N по 
Петрову. Ее кривизна

= ABCD A B C DR       

характеризуется конформным спинором Вейля
4

( )= ,ABCD A B C Dx x x x
 


   

где потенциал  задан выражением (29).
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The fi eld of the electromagnetic knot 
and the Sparling—Tod metrics

© V.N. Trishin
Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia

The article considers explicit anti-selfdual solutions of complex Einstein equations 
constructed from null Maxwell fi elds. It is shown that the solution of source-free Maxwell 
equations describing electromagnetic unit corresponds to well-known Sparling—Tod 
metrics.

Keywords: anti-selfdual solutions, Einstein equations, electromagnetic unit, null Maxwell 
fi elds.
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