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Проведен анализ влияния эффекта завихренности на удельный тепловой поток  
в ламинарном пограничном слое на непроницаемой стенке на поверхности полу-
сферы в сверхзвуковом воздушном потоке. Предложена инженерная методика для 
учета эффекта завихренности путем коррекции удельного теплового потока. 
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Введение. В работе [1] приведены результаты систематического 

исследования влияния, оказываемого на удельный тепловой поток, 
подводимый к непроницаемой поверхности сферы, которая омывается 
сверхзвуковым потоком воздуха в окрестности ее критической точки, 
завихренностью течения идеального газа в пограничном слое [2]. Кро-
ме того, предложены инженерные соотношения, позволяющие с высо-
кой точностью определить степень усиления конвективного теплооб-
мена при учете эффекта завихренности [1]. 

В настоящей работе рассмотрены аналогичные вопросы, относя-
щиеся ко всей поверхности полусферы, которые как и в работе [1] ба-
зируются на получении систематических численных решений уравне-
ний пограничного слоя. В литературе информация об инженерных 
расчетных формулах такого рода отсутствует. 

Физико-математическая постановка задачи. Расчетно-
теоретические исследования выполнены в широком диапазоне изме-
нения определяющих факторов: числа Маха M  в набегающем воз-

душном потоке, давления торможения 0p  этого потока и энтальпий-

ного фактора hR  — отношения энтальпии воздуха при температуре 

стенки к энтальпии торможения воздушного потока. Под термином 
стенка в данном случае понимают поверхность тела, обтекаемую набе-
гающим на него воздушным потоком. 

Исследования выполнены для многокомпонентной воздушной сме-
си в пограничном слое на абсолютно каталитичной стенке, находящейся 
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в состоянии термохимического равновесия, проведен расчет диффузи-
онного тепломассопереноса с использованием уравнений Стефана — 
Максвелла.  

В процессе проведения исследований принимали следующее: 
состав воздушной смеси ограничен набором химических веществ 

O, O2, N, N2, NO, Ar, которые образованы из химических элементов 
O, N, Ar; 

в нормальных условиях воздух характеризуется мольной концентра-
цией следующих веществ [3]: O2 N2 Ar= 0, 2095, = 0,7808, = 0,0097κ κ κ ; 

область изменения определяющих параметров задана в виде 

M 4, 25    , max0 0,001,   p p , , min , max,    h h hR R R ; 

радиус сферы равен 0,1 м; 
расчет переносных свойств многокомпонентной воздушной сме-

си выполнен с помощью метода Гиршфельдера [4]; 
методика расчета параметров потенциальной функции межмоле-

кулярного взаимодействия Леннарда — Джонса [4] базируется на со-
временных расчетно-теоретических данных по вязкости воздуха, 
находящегося в состоянии термохимического равновесия [5–7]; 

использовались данные по параметрам течения идеального газа на 
стенке, полученные численным решением уравнений Эйлера и перене-
сены в задачу решения уравнений пограничного слоя методом сплай-
новой аппроксимации [8]; 

для расчета концентраций химических элементов в пограничном 
слое используется метод, приведенный в работе [9]; 

для организации итерационного процесса между расчетом хими-
ческого состава воздушной смеси в пограничном слое и решением 
уравнения сохранения энергии в нем используется метод, описанный 
в работе [10]; 

использованы методы скалярной и матричной прогонки [11] для 
решения уравнений пограничного слоя на неравномерной сетке, орга-
низованной в соответствии с методом, приведенным в работе [12]; 

давление торможения maxp  = 10 МПа при M 10   и 1 МПа —  

в противном случае; 
энтальпийный фактор , minhR  соответствует температуре стенки, 

равной примерно 300 K; 
минимальное значение , maxhR  находится между 0,7 и значением 

энтальпийного фактора, соответствующего температуре кипения ато-
марного углерода. 

Далее приведены значения определяющих факторов, используе-
мые при проведении систематических численных исследований, при 
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этом указанные в таблице значения числа Рейнольдса , ,Re R sph , 

рассчитанные по параметрам газа в набегающем потоке и радиусу 
сферы sphR , носят справочный характер: 

№………………………. 1 2 3 4 5 6 
M …………………….. 25 25 25 15 15 15 

0p ……………………… 10–3 0,1 10,0 10–3 0,1 10,0 
-6

, , Re 10R sph  ……….. 0,00111 0,075 10,1 0,00173 0,142 15,4 

, minhR ……………….... 0,01 0,01 0,01 0,03 0,03 0,03 

, maxhR ………………… 0,3 0,3 0,3 0,7 0,7 0,7 

 
№………………………. 7 8 9 10 11 12 
M …………………….. 8 8 8 4 4 4 

0p ……………………… 10–3 0,1 1,0 10–3 0,1 1,0 
-6

, , Re 10R sph  ……….. 0,00288 0,304 3,23 0,00496 0,639 5,32 

, minhR ……………….... 0,08 0,08 0,08 0,27 0,27 0,27 

, maxhR ………………… 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 

 
Результаты расчетно-теоретических исследований. На рис. 1 

приведены результаты систематических расчетных исследований, 
характеризующие изменение вклада эффекта завихренности в удель-
ный тепловой поток на поверхности полусферы по мере удаления 
расчетного узла от ее критической точки. На рисунке приняты сле-
дующие обозначения:  — центральный угол полусферы, рад; 

     0   q q qs = s  — отношение степеней увеличения удельного 

теплового потока, обусловленного эффектом завихренности, на 
непроницаемой поверхности полусферы, в ее текущем узле и крити-

ческой точке;      , , , 0ξ /q w  n w ns = q s q s  — отношение удельных 

тепловых потоков в текущем узле на непроницаемой поверхности 
полусферы, рассчитанных с учетом и без учета эффекта завихренно-
сти; , w nq  — удельный тепловой поток на непроницаемой поверхно-

сти полусферы, рассчитанный с учетом эффекта завихренности; 

,  0w n,q  — удельный тепловой поток на непроницаемой поверхности 

полусферы, рассчитанный без учета эффекта завихренности; s  — 
криволинейная координата, отсчитываемая вдоль образующей полу-
сферы от критической точки в калибрах от ее радиуса; , ,Re R  sph  — 
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число Рейнольдса, рассчитанное по параметрам набегающего на 
ударную волну потока воздуха и радиусу сферы sphR . 

Рис. 1. Отношение степеней 
изменения удельного тепло-
вого потока на непроницае-
мой поверхности полусферы, 
обусловленного «эффектом 
завихренности», в ее текущем 
узле и критической точке: 

○ — 
3

, ,Re 10 ;R sph  □ — 
5

10 ,  

 — 
7

10  
 
На базе приведенных данных, полученных при численном реше-

нии уравнений пограничного слоя, предложена следующая аппрок-
симационная формула: 

       , Re , ,1– M ReMq eng R  sphs = F F + 
      

 

   Re , ,M Re ,q R  sph+ F F                                  (1) 

где функция     определена на области ее значений [0, 1]: 

       3 3 3

1 2 2
cos 1– cos cos ;

 
          

 
i i

i i ii= i= i=
= = +          (2) 

   3 1
M 31

M lg M ;  i–
+ii=

F =                              (3) 

   4 1
Re 6, , , , 1

Re lg Re ;i–
+iR sph R sphi=

F =                   (4) 

входящие в (2) — (4) аппроксимационные коэффициенты i  найдены 

методом наименьших квадратов [13]. 
Получены оптимальные значения коэффициентов i , определенные 

с помощью одного из вариантов эвристического метода прямого поиска 
Хука — Дживса [14]: 2 = –0,083117,  3 = 0,784108 , 4= 3,751927 , 

5 = 0,530707 , 6 = –0,502864 , 7 = –1, 232936 , 8= 0,868860 , 

9= –0,164345 , 10 = 0,010117 . 
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Соответствие результатов расчетов функции  , q eng s , получен-

ных с использованием инженерной формулы (1), аналогичным ре-

зультатам  , q num s  строгих численных решений уравнений погра-

ничного слоя показано на рис. 2. 

Рис. 2. Зависимость 

функции q , рассчитан-

ной с использованием 
формулы (1), от анало-
гичных результатов стро-
гого численного решения 
уравнений погранично- 

го слоя  
 
На рис. 3 приведен диапазон изменения погрешностей   вычис-

лений по формуле (1). 

Рис. 3. Изменение погрешностей   

вычисления  ξ q  по инженерной 

формуле (1) в зависимости от зна- 
чения  

 
Как следует из рисунка, полученная в данной работе инженерная 

формула (1) характеризуется погрешностью вычисления, удовлетво-
рительной для большинства технических приложений. 

Выводы. Предложена аппроксимационная зависимость, предна-
значенная для расчета степени изменения удельного теплового потока 
на непроницаемой поверхности полусферы за счет эффекта завихрен-
ности, которая характеризуется погрешностью счета, не превышаю-
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щей 18 % , что является приемлемым для большинства практических 
приложений. 
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Taking into account the vorticity effect in the calculation 
of the specific heat flow in the laminar boundary layer 

on hemisphere impermeable surface in a supersonic air flow 
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The analysis of the vorticity effect influence on the specific heat flux in the laminar 
boundary layer on an impermeable wall at the surface of the hemisphere in a supersonic 
air flow has been performed. Engineering method is proposed to account for the vorticity 
effect by correcting the specific heat flux. 
 
Key words: vorticity effect, specific heat flux, laminar boundary layer, supersonic airflow 
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