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Рассмотрена задача управления колебаниями системы «маятник — тележка» с 
приводом. Тележка с маятником является механической системой, состоящей из 
маятника, прикрепленного к тележке, которая катится свободно по плоской по-
верхности. Для синтеза алгоритма управления используется метод скоростного 
биградиента. Поскольку система управления является двухкаскадной, а цель 
управления зависит от фазовых переменных только выходного каскада, целесооб-
разно воспользоваться первым и третьим этапами этого метода. Управление 
механической подсистемой осуществляется на основе энергетического подхода с 
частичной линеаризацией. Энергетический подход хорошо зарекомендовал себя в 
задачах стабилизации неустойчивого положения равновесия маятниковых систем 
и управления колебаниями. В работе приводится процедура синтеза и результаты 
моделирования, подтверждающие достижение заданной цели управления.  

Ключевые слова: управление энергией, метод скоростного биградиента, частич-
ная линеаризация с обратной связью. 

Введение. Свойство «минимального вмешательства» в ход есте-
ственных процессов обеспечивается за счет использования подхода, 
основанного на введение энергетической целевой функции [1, 2, 3]. 
Так, в задаче стабилизации неустойчивого положения тележки с ма-
ятником, управляемой приводом, целью управления является дости-
жение заданного уровня энергии, в задаче слежения — достижение 
уровня энергии, соответствующего желаемой траектории системы. 
Важно отметить, что цель управления в этом случае будет достигать-
ся с сохранением характера собственных движений системы и с ми-
нимальными затратами. Для обоснования энергетического подхода 
используется метод скоростного градиента [1, 2] или метод функций 
Ляпунова в сочетании с теорией пассификации [4]. 

Энергетический подход хорошо зарекомендовал себя в задачах 
стабилизации неустойчивого положения равновесия маятниковой си-
стемы (двойной маятник [4], маятник с маховиком [4, 5], маятник, 
тележка с маятником [2, 6]).  

Дополнительно рассматривается подсистема формирования силы, 
приводящей в движение тележку.  

Постановка задачи. Тележка с маятником (рис. 1) является ме-
ханической системой, состоящей из маятника, прикрепленного к те-
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лежке, которая катится свободно по плоской поверхности. Тележка с 
маятником имеет две степени свободы.  

Уравнение системы в лагранжевой форме:  
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где М — масса тележки; m — масса маятника; l — длина маятника; 
I — момент инерции маятника; f — управляющая сила. 

Уравнение (1) можно записать в матричной форме:  

 ( ) ( , ) ( , ) ,    H C Bf  q q q q q φ q q  (2) 

где  Tx q  — вектор обобщенных координат; H — симметрич-

ная положительно определенная матрица масс; C — матрица центро-
стремительных сил и сил Кориолиса;  — вектор потенциальных сил, 
B — матрица из единицы и нуля соответствующего размера.  

Не умаляя общности, будем считать, что динамика привода опи-
сывается интегратором. Уравнение привода, генерирующего силу, 
приводящую тележку в движение, будет следующим: 

 ,f u  (3) 

где и — управление. 
Целью управления (ЦУ) является раскачивание маятника с до-

стижением колебаний заданного уровня энергии 

Рис. 1. Тележка с маятником 



Управление колебаниями системы маятник-тележка с приводом… 

3 

 dE E  (4) 

и стабилизация положения тележки: 

 0, 0x x   (5) 

Синтез алгоритма управления. Поскольку система управления 
является двухкаскадной, а ЦУ зависит от фазовых переменных вы-
ходного каскада, целесообразно воспользоваться первым и третьим 
этапами метода скоростного биградиента (МСБГ) [7]. В связи с тем, 
что по постановке задачи параметры считаются заданными, отпадает 
необходимость использования второго этапа МСБГ. 

Этап 1. Синтез алгоритма управления выходным каскадом. 
На первом этапе синтезируется виртуальное управление маятником 
на тележке в предположении, что оно совпадает с выходом привода. 

Для использования энергетического подхода к синтезу виртуаль-
ного управления введем линеаризующую обратную связь по следу-
ющей схеме. 

Перепишем уравнение (2) в скалярной форме с точностью до за-
мены входа механической подсистемы f виртуальным управлением 

:virtf  

 11 1 12 2 11 1 12 2 1 ,       virtH H C C f    q q q q φ  (6) 

 21 1 22 2 21 1 22 2 2 0.      H H C C    q q q q φ  (7) 

Используя линеаризацию с обратной связью, исключим 2  q  из 
уравнения (6), в результате получим 
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который для тележки с маятником имеет вид 
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Для тележки с маятником данная линеаризация дает следующее:  

 ( )   dx x t , (10) 
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 2( ) sin cos ( )  dI ml mgl ml x t     . (11)  

Определим отклонение от желаемого уровня энергии как раз-
ность между текущей полной механической энергией маятника и же-
лаемой dE : 

 dE E E  , (12) 

где 

 2 21
( ) cos .

2
 E I ml mgl      (13) 

Для выходного каскада с заданной ЦУ (12) используем кандидат 
на функцию Ляпунова в виде 

   21
.

2
V x E  (14) 

Закон управления при 1 0K   будет иметь вид 

 1 cos .  dx K E     (15) 

Можно показать, что при законе управления (15)  

 2 2 2
1 cos 0. V K E      (16) 

Для стабилизации положения тележки введем ПД-регулятор. 
С учетом регулятора управление (15) будет иметь вид 

 1 cos .   d p dx K E k x k x      (17) 

 Этап 2. Синтез алгоритма управления, обеспечивающего 
сходимость отклонения выхода привода от виртуального управ-
ления к нулю. Введем дополнительную цель управления (ДЦУ)  

 .virtf f  

Гладкое управление, обеспечивающее достижение ДЦУ [7].  

 ( )virtu f f   , 0.   (18) 

Результаты моделирования. На рис. 2‒6 показаны графики ре-
зультатов моделирования. Проведем моделирование замкнутой систе-
мы управления (2), (3), (9), (17), (18) со следующими параметрами. 

Условия моделирования:  

 2 = 3 кг;  = 0,5 кг;  = 0,5 м;  = 2 кг м . M m l I   
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Начальные условия: 

  0 0x  ,  0 0 x  ,   5
0 рад

4
   ,  0 0  . (19) 

Рис. 2. Перемещение и скорость тележки v x  

Рис. 3. Угловое перемещение и угловая скорость маятника     
 

Рис. 4. Управляющая сила 

Рис. 5. Управление 
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Рис. 6. Энергия маятника и желаемый уровень энергии 
 
Вывод. Рассмотрена задача стабилизации неустойчивого поло-

жения тележки с маятником, управляемой приводом. Синтезирован 
алгоритм управления первым и третьим этапами метода скоростного 
биградиента. Проведено моделирование, подтверждающее достиже-
ние заданного качества. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований и Правительства Калужской области 
(грант № 14 – 48 – 03115). 
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Swing-up control of the cart-pole system with drive motor 
by velocity bi-gradient method 

© Ya.A. Dolgov, A.A. Zuzin, A.V. Finoshin, Yu.I. Myshlyaev  

Kaluga Branch of Bauman Moscow State Technical University, Kaluga, 248000, Russia 

The article considers the problem of swing-up control of the cart-pole with drive motor. 
A cart-pole is a mechanical system consisting of a pendulum attached to a cart that rolls 
freely on a flat surface. The velocity bi-gradient method is chosen to design the control 
algorithmic synthesis. As the control system consists of two subsystems and the control 
objective depends only on the output subsystem phase variables there is a good reason to 
consider the first and the third stages of the velocity bi-gradient method. Control of me-
chanical subsystem is based on the energy approach with partial feedback linearization 
and energy shaping. Energy approach has proved to be useful in the task of stabilizing 
the unstable equilibrium position of the pendulum systems and swing-up control. The 
design procedure and simulation results confirming the achievement of the specified con-
trol objective are presented. 

Keywords: partial feedback linearization, energy shaping, velocity bi-gradient method 
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