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Рост давления в плоском канале  
при замерзании теплоносителя 
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МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва, 105005, Россия 

В статье рассмотрена задача об изменении давления, действующего на стенки 
плоского канала прямоугольного сечения при замерзании жидкости, которой он 
заполнен. Предполагается, что при замерзании жидкости из-за разности плотно-
стей твердой и жидкой фаз изменяется объем, который она занимает в щели, и 
под действием разности давлений между внешней средой и внутренней областью 
происходит деформация стенок канала. При допущении о несжимаемости твер-
дой и жидкой фаз изменение объема внутренней области канала в результате де-
формации ограждающих стенок приравнивается  к изменению объема жидкости 
за счет изменения агрегатного состояния. 
Предполагается, что замерзание происходит в верхней части канала, температу-
ра жидкости постоянна и равна температуре кристаллизации, а граница раздела 
твердой и жидкой фаз является плоской. Боковые стенки и дно считаются теп-
лоизолированными и абсолютно жесткими. 
Для определения давления, которое действует на стенки плоского канала прямо-
угольного сечения при замерзании жидкости, заполняющей канал, получены ана-
литические выражения. 

Ключевые слова: жидкость, твердая фаза, пластина, канал, давление, темпера-
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Для обеспечения заданного температурного режима элементов в 

конструкциях машин и механизмов, их приборов и оборудования ча-
сто используют замкнутые жидкостные циркуляционные системы. 
Важно при этом выбрать теплоноситель с оптимальными теплофизи-
ческими характеристиками. Работоспособность системы терморегу-
лирования должна быть обеспечена в широком диапазоне изменения 
температур. Большой практический интерес представляет сохранение 
работоспособности системы терморегулирования при временном из-
менении агрегатного состояния теплоносителя. В данной статье рас-
сматривается задача об изменении давления в теплоносителе при его 
замерзании в плоском канале.  

Поскольку плотности твердой и жидкой фаз различны, при за-
мерзании теплоносителя изменяется объем, который он занимает в 
канале, и под действием разности давлений между внешней средой и 
внутренней областью происходит деформация стенок канала с теп-
лоносителем. Принимая предположение о несжимаемости твердой и 
жидкой фаз, можно приравнять изменение объема внутренней обла-
сти канала за счет деформации ограждающих стенок к изменению 
объема теплоносителя за счет изменения агрегатного состояния. Во-
просы деформации стенок каналов под действием перепада давлений 
изложены в работах [1–5]. Задача о нахождении положения границы 
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раздела между твердой и жидкой фазами при замерзании жидкости 
или плавлении твердой фазы известна как задача Стефана, различные 
подходы к решению которой отражены в работах [6–11]. 

В качестве примера рассмотрим плоский канал прямоугольной 
формы (рис. 1). Боковые стенки и дно считаем теплоизолированными 
и абсолютно жесткими. Предположим, что замерзание происходит в 
верхней части канала, температура жидкости постоянна и равна тем-
пературе кристаллизации, а граница раздела твердой и жидкой фаз 
является плоской.  

Рис. 1. Изгиб верхней пластины канала прямоугольного сечения  
под действием избыточного внутреннего давления 

 
Изменение объема теплоносителя за счет изменения агрегатного 

состояния можно записать в виде 
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где b — ширина пластины; — длина пластины;   — толщина слоя 
твердой фазы; ж  — плотность жидкой фазы; т — плотность твер-
дой фазы. 

В случае ж т   перемещения прямоугольной защемленной пла-
стины, нагруженной давлением, можно определить из выражения [1] 
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Здесь w — перемещение; Е – модуль упругости; ст — толщина пла-
стины; — коэффициент Пуассона; p  — давление на внутренней 
стороне пластины; 0p — внешнее давление. 

Запишем выражение для  g x  в виде 
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Изменение внутреннего объема щели, вызванного изгибом верх-
ней пластины,  

    w .V g x f y dxdy     (3) 

Проведем интегрирование и получим 
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Приведем полученное выражение к безразмерному виду: 

 w 0 0.V g k    (5) 

Здесь 

   0 10,089 4,15sh 2,075 cos 1,145k C       

       22,29ch 2,075 sin 1,145 0,089 4,15ch 2,075 sin 1,145C         

   2,29sh 2,075 cos 1,145 ,    
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Если изгибаются и верхняя и нижняя пластины (случай, когда 
нижняя пластина не является абсолютно жесткой), то объем щели 
увеличивается на  

0 02 .wV g k   

Приравнивая соотношения (1) и (4), получаем в безразмерном 
виде: 
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Решаем относительно безразмерного давления: 
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Рассмотрим процесс кристаллиза-
ции жидкости. В качестве первого при-
ближения примем предположение о 
том, что теплофизические свойства 
твердой фазы постоянны, температура 
кристаллизации не зависит от давления, 
а температура в стенке и твердой фазе 
распределена по линейному закону 
(рис. 2).  

Зависимость толщины слоя твердой 
фазы от времени можно определить из 
условия Стефана на границе раздела 
жидкой и твердой фаз. 

Рис. 2. Распределение темпе-
ратур в исследуемой области: 

1 — пластина; 2 — слой льда;  
3 — жидкая фаза 
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где жT  — температура жидкой фазы; внT  — температура наружной по-
верхности стенки; cт  — теплопроводность стенки; т  — теплопро-
водность твердой фазы; L  — теплота кристаллизации;   — время.  

Запишем условие Стефана в безразмерном виде: 
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После интегрирования получаем 
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Решим полученное соотношение относительно величины ,  
имеющей физический смысл: 
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После подстановки соотношения (8) в решение (5) получаем для 
случая жесткого закрепления пластины 
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Выражение (9) справедливо и для случая, когда нижняя пластина 
не теплоизолирована и имеет такую же толщину, как и верхняя. При 
этом обе пластины изгибаются одинаковым образом. Внутренний 
объем щели за счет деформации пластин увеличивается в 2 раза, но 
также в 2 раза растет и объем твердой фазы вследствие дополнитель-
ной кристаллизации жидкости на нижней пластине. Поэтому зависи-
мость давления в щели от времени не изменится. 

Если пренебречь тепловым сопротивлением стенки, то условие 
Стефана (7) принимает вид:  
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После интегрирования: 
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Более точное аналитическое решение может быть получено, если 
температуру не задавать линейно распределенной в твердой фазе, а 
определять из решения уравнения теплопроводности [7]. В этом слу-
чае  
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Коэффициент   находят из трансцендентного уравнения 
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Уравнение (9) принимает при этом вид: 
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Давление принимает максимальное значение при полном замер-
зании жидкости. Используя закон сохранения массы жидкости до и 
после ее кристаллизации, можно записать: 

ж ж0 т пр ,bh b      

или 

 ж0
пр .

h

k
    (13) 

Здесь пр  — приведенная толщина слоя твердой фазы; ж0h  — 

начальная высота щели, занимаемая жидкой фазой. 
После подстановки соотношения (13) в уравнение (6) получаем 

для случаев жесткого закрепления верхней пластины при отсутствии 
деформации нижней пластины: 
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Если верхняя и нижняя пластины имеют одинаковую толщину 
стенок и одинаковую степень деформации, то, соответственно, спра-
ведлива запись:  
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cт ж0

max 2

30
1 1
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E k h
p k

k





  


 .  (15) 

По результатам проделанной работы можно сделать следующие 
выводы. Полученные аналитические соотношения (9) и (12) позво-
ляют определять изменение давления по времени в плоском канале 
при замерзании теплоносителя. Использование этих соотношений 
дает возможность рассчитать временя достижения предельного дав-
ления в канале, при котором происходит разрушение конструкции 
радиаторов системы термостатирования. Из соотношений (14), (15) 
при заданном допустимом давлении можно определить геометриче-
ские характеристики канала, позволяющие сохранить целостность 
конструкции в случае полного замерзания теплоносителя. 
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Pressure rise in a flat channel during heat carrier freezing 
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The article deals with the problem of changing the pressure acting on the walls of a flat 
rectangular channel filled with freezing liquid. It is supposed that during freezing of the 
liquid due to the difference in densities between solid and liquid phases the volume, 
which it occupies in the slot, changes and channel walls deform under the influence of 
pressure difference between the external environment and the interior medium. Using the 
assumption of the incompressibility of the liquid and solid phases, the change in the vol-
ume of the channel internal area due to the deformation of the enclose walls is equal to 
the volume change of the liquid by changing the state of aggregation. 
It is assumed that the freezing takes place in the upper part of the channel, the liquid 
temperature is constant and equal to the crystallization temperature, and the interface of 
the solid and liquid phases is flat. The side walls and the bottom are considered insulated 
and totally rigid. 
The analytical expressions for determining the pressure acting on the walls of a flat rec-
tangular channel filled with a liquid at its freezing are obtained. 

Keywords: liquid, solid phase, plate, channel, pressure, temperature, volume, crystalliza-
tion, deformation. 
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