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Создание эффективных методов оптимизации важно для решения реальных ин-
женерных задач. Разработан способ построения функции чувствительности для 
решения задачи оптимизации упругой конструкции. Предложен итерационный ал-
горитм оптимизации систем, качество которых описывается дробно-линейными 
функционалами с ограничениями на управления. Алгоритм основан на процедуре 
линеаризации и использует функции чувствительности. 
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Введение. Одним из направлений, развиваемым в последнее время 

для решения разнообразных задач анализа и синтеза сложных систем, 
является применение аппарата функций чувствительности (ФЧ). Ана-
лиз чувствительности основан на изучении влияния изменения пара-
метров исследуемой системы на функцию ее состояния или на функ-
ционал, отражающий качество или эффективность ее поведения. Из 
этого следуют разные определения ФЧ. В одних задачах под ФЧ по-
нимают частные производные от функции состояния системы или 
процесса по варьируемым параметрам, в других — это функция, чис-
ленно равная относительному изменению функционала при единич-
ном изменении управления. 

Знание ФЧ необходимо при проектировании сложных техниче-
ских систем и конструкций [1–6], для решения задач идентификации 
нестационарных процессов в ядерной технике [7] и механике [8–10], 
оптимизации материалов [11], а также разнообразных задач в сфере 
управления. Например, при организации оптимального размещения 
производства с учетом экологических требований, оценке экономи-
ческих затрат на восстановление окружающей среды, нарушаемой за-
грязнениями предприятий [12]. 

Для решения реальных инженерных задач актуальна разработка 
эффективных методов оптимизации. В данной работе предлагается 
итерационный алгоритм решения задачи оптимизации одного класса 
систем с распределенными параметрами, основанный на теории воз-
мущений [12] и использующий ФЧ. 

Постановка задачи и построение ФЧ. Предположим, что ис-
следуемая система описывается уравнением состояния в операторной 
форме: 
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0.Lf                                                   (1) 

Уравнение возмущенной системы имеет вид 

0.L f                                                  (2) 

Возмущение проводится путем изменения управления ( )u x  на 
( ),u x  причем 

;L L L         0.L L f Lf Lf         

Умножим скалярно последнее равенство на сопряженную функ-
цию *:f  

* *, , 0.f Lf f Lf     

Используя тождество Лагранжа 
* * *, , 0f Lf f L f    

и учитывая, что * * 0L f   (если в уравнение подставляется решение), 
получаем основное соотношение теории возмущений: 

*, 0f Lf    

или (в случае малых возмущений) 
*, 0.f Lf                                           (3) 

Уравнение (3) можно использовать для построения ФЧ при зада-
нии оператора L  и функционала задачи. 

Рассмотрим построение ФЧ для задачи свободных поперечных 
колебаний консольно закрепленной балки переменного сечения.  
В качестве целевого функционала выберем первую собственную ча-
стоту колебаний p конструкции, в качестве «управления» — площадь 
поперечного сечения S(x). 

При ряде допущений [13] дифференциальные уравнения форм 
поперечных колебаний стержня имеют вид 
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Здесь 1f v  — поперечные смещения стержня; ( )J x  — момент 

инерции сечений относительно оси, перпендикулярной плоскости из-
гиба; , E  — плотность и модуль упругости Юнга материала стерж-

ня; l  — длина стержня; 2
dv

f
dx

  — угол поворота сечения стержня; 

2

3 2
( )

d v
f EJ x

dx
   — изгибающий момент; 
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 — 

поперечная сила [14]. 
Граничные условия запишем в следующем виде: 
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3 4

(0) (0) 0;

( ) ( ) 0.

f f
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Требуется выбрать закон изменения площади сечения стержня S(x) 
по его длине из условия максимума частоты p при заданном объеме. 

Учитывая, что в (4) оператор L  самосопряженный, имеем 
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Тогда из (3) определим выражение для функции чувствительности:  
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Для изопериметрической задачи нахождения максимума частоты 
при заданном объеме условие оптимальности имеет вид 

p
s   const 

и может быть использовано для оптимизации конструкции.  
Рассмотрим задачу в общем виде. Пусть требуется найти управ-

ление ( )u x  для системы, эффективность которой определяется дроб-
но-линейным функционалом вида 
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при условии ограничений, наложенных на значения других функцио-
налов 
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, 1, ,i i iF F F i n     

и на управление 

1 2( ) .u u x u   

Функционалами вида (5) описываются, например, частота собствен-
ных колебаний конструкции, некоторые характеристики прочности и 
устойчивости.  

Алгоритм оптимизации систем с распределенными парамет-
рами. Для решения поставленной задачи предлагается итерационный 
алгоритм. При этом наиболее трудоемким этапом является определе-
ние вариаций всех функционалов по управлению: 

1 2 1 2

0

,
l f fu u
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i i i i i

F f
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               (6) 

где / .i i iF a b  

Вследствие линейности функционала iF  по отношению к ( )u x  

можно записать 
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                                      (7) 

где 
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есть ФЧ функционала iF  по отношению к управлению ( );u x  1 ,u
i  

2
u

i  — вариации функций 1i  и 2i  по ;u  1 ,f
i  2

f
i  — вариации 

функций 1i  и 2i  по .f  

В начале итерационного цикла из решения (1) и (2) находится 
функция состояния f  и сопряженная функция *.f  

Итерационный процесс решения задачи поиска оптимального 
управления ( )u x  разбивается на несколько этапов. На первом этапе 
принимаем 

01( ) ( ) ( const)Fu x u x                            (8) 

и получаем некоторое приращение функционала 0F , равное 0F . При 

этом другие функционалы также испытывают изменения. Если эти 
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изменения приводят к выходу значений функционалов за допусти-
мые пределы, то на втором этапе итерационного цикла находят такое 
значение вариации управления 

 2 ( ) ( ),ii F
i

u x u x                                     (9) 

при котором добавка к функционалу 0F , полученная на первом этапе 

итерационного цикла, сохраняется, а значения других функционалов 
возвращаются в свои пределы, т. е. 
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                           (10) 

Если после выполнения первых двух этапов значение управления 

2 1 2( ) ( ) ( ) ( )u x u x u x u x      выходит за допустимые пределы 1u 
2 2( ) ,u x u   тогда на третьем этапе итерационного цикла принима-

ется следующее решение: 

2 1 2 2

3 2 2 2

1 2 1

( ), если ( ) ;

( ) , если ( ) ;
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u x u u x u

u x u u x u

u u x u


 
 

 
                       (11) 

При этом возникают изменения всех функционалов, определяе-
мые как 

 3 2

0

( ) ( ) , 0, .i

l

F iu x u x dx F i n                        (12) 

Для восстановления, достигнутого на первом этапе цикла итера-
ции оптимизируемого функционала и возвращения значения других 
функционалов в допустимые пределы, проводится четвертый этап 
вариации управления в области Vg , где не достигнуты граничные 

значения 1u  и 2u : 

 3

3

( ) ( );

( ) .

i

i

i F
i

F i

Vg

u x u x

u x dx F

   

   




                                (13) 

Коэффициенты i  определяются из системы уравнений (13). 
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Далее определяется управление: 

3 3
4

3

( ) , если ;
( )

( ), если .

u x u x Vg
u x

u x x Vg

  
  

                           (14) 

В результате в каждом цикле итерации получается какое-то новое 
управление н ( )u x , которое обеспечивает некоторое улучшение зна-

чения оптимизируемого функционала 0F  при сохранении допусти-

мых значений других функционалов .iF  

Реальные значения всех функционалов вычисляются в начале 
следующего цикла итерации после повторного решения систем урав-
нений (1) и (2). 

Вычисленные значения функционалов могут отличаться от про-
гнозируемых. Чтобы различие было не слишком велико, ставится 
условие 

ст н

ст

( ) ( )
.

( )

u x u x

u x


                                      (15) 

По мере приближения к экстремальному значению коэффициен-
ты   и   последовательно снижаются. При невыполнении неравен-

ства (15) снижается значение  и определение н ( )u x  на данном цикле 

повторяется. 
Критерием окончания решения служит выполнение условий 
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                    (16) 

где i  — множители Лагранжа. 

Вывод. Разработан способ построения ФЧ для решения задачи 
оптимизации упругой конструкции, в котором используются теория 
возмущений и сопряженные функции. Предложен итерационный ал-
горитм решения задачи оптимизации систем, качество которых опи-
сывается дробно-линейными функционалами. Алгоритм основан на 
методе линеаризации и использует функции чувствительности. Даль-
нейшее развитие исследований может быть связано с реализацией ал-
горитма для конкретных прикладных задач. Для этого необходимо 
задание оператора L, описывающего состояние исследуемой систе-
мы, и построение ФЧ. 
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Application of perturbation method 
and sensitivity functions to the problem of optimizing 

the systems with distributed parameters 
© A.Yu. Bushuev 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 

Creating of effective optimization methods is important for solving real engineering 
problems. In this paper we developed a method for constructing the sensitivity function to 
solve the problem of optimizing of the elastic construction. Moreover, for optimizing of 
the systems we offer an iterative algorithm, which is based on the linearization procedure 
and the sensitivity function. The quality of these systems is described by a fractional-
linear functional with control restrictions.  
 
Keywords: sensitivity functions, optimization, iterative algorithm, systems with distribut-
ed parameters 
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