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Приведены результаты оценки точности для инженерной методики расчета 
удельного теплового потока в ламинарном пограничном слое на поверхности полу-
сферы. В развитие решения, полученного И.Н. Мурзиновым, предлагается анало-
гичная инженерная методика повышенной точности с учетом современных научно-
технических достижений. В частности, существенно расширен диапазон измене-
ния таких определяющих факторов, как число Маха в набегающем воздушном по-
токе, давление торможения этого потока, энтальпия. 
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Введение. Сферические затупления относятся к наиболее высоко-

температурным элементам конструкции летательных аппаратов. 
Оценка точности расчета параметров конвективного теплообмена на 
поверхности полусферы представляет значительный практический 
интерес. При ламинарном режиме течения газа в пограничном слое 
решение данной задачи можно получить с высокой точностью путем 
численного решения уравнений пограничного слоя. Однако с точки 
зрения инженерной практики крайне важно иметь достаточно про-
стые алгебраические формулы для расчета распределения тепловой 
нагрузки по поверхности полусферы. Наиболее естественный подход 
к решению этой задачи состоит в получении систематических чис-
ленных решений уравнений ламинарного пограничного слоя с после-
дующей аппроксимацией полученных при этом результатов. В сере-
дине XX в. такая задача, в частности, была решена И.Н. Мурзиновым 
[1], полученная им простая инженерная формула расчета повсемест-
но используется на практике. В литературных источниках при этом 
утверждается (см., например, работу [2]), что данная формула харак-
теризуется высокой точностью на всей поверхности полусферы, од-
нако конкретных данных, подтверждающих этот вывод, при этом ни-
где не приводится. За время, прошедшее с момента опубликования 
работы [1], методы решения уравнений пограничного слоя получили 
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значительное развитие. В связи с этим интерес представляет решение 
задачи, которую решал И.Н. Мурзинов, но на современной научно-
технической основе и в существенно более широких диапазонах из-
менения так называемых определяющих факторов. Изложению ре-
зультатов исследований, выполненных в этом направлении, посвя-
щена данная работа.  

Расчетно-теоретические исследования, результаты которых при-
водятся далее, получены в широком диапазоне изменения определя-
ющих факторов: числа Маха M  в набегающем воздушном потоке, 

давления торможения 0p  этого потока и энтальпийного фактора ,hR  

под которым понимается отношение энтальпии воздуха при темпера-
туре стенки к энтальпии торможения газового потока (под термином 
«стенка» понимается поверхность тела, обтекаемая набегающим на 
него газовым потоком). 

Исследования проводили для многокомпонентной газовой смеси  
в пограничном слое на абсолютно каталитичной стенке, находящейся 
в состоянии термохимического равновесия. Расчет диффузионного 
тепломассопереноса выполнен в рамках уравнений Стефана — Макс-
велла. Граничные условия на внешней границе пограничного слоя 
формировались с учетом расчетных соотношений работы [3]. 

В процессе проведения исследований принимали следующие усло-
вия и допущения: 

 химический состав газовой смеси ограничен набором химиче-
ских веществ 

2 2
O, O , N, N , NO, Ar,  образованных из химических эле-

ментов кислорода O, азота N и аргона Ar; 
 в нормальных условиях воздух характеризуется мольным хи-

мическим составом [4] 

2O 0, 2095,    
2N 0,7808,    Ar 0,0097;   

 что область изменения определяющих параметров задана в ви-

де M [4, 25],   0 max[0, 001, ],p p  ,min ,max, ;h h hR R R     

 радиус сферы равен 0,1 м; 
 для расчета переносных свойств многокомпонентной газовой 

смеси использован метод Гиршфельдера [5]; 
 применены потенциальная функция межмолекулярного взаимо-

действия Леннарда — Джонса [5] и методика расчета параметров этой 
функции [6], основанная на современных расчетно-теоретических 
данных по вязкости воздуха, находящегося в состоянии термохимиче-
ского равновесия [7, 8]; 

 данные по параметрам течения идеального газа на стенке по-
лучены численным решением уравнений Эйлера и перенесены в за-
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дачу решения уравнений пограничного слоя методом сплайновой ап-
проксимации [9]; 

 расчет концентраций химических элементов в пограничном 
слое выполнен по методу работы [10]; 

 для организации итерационного процесса между расчетом хи-
мического состава газовой смеси в пограничном слое и решением 
уравнения сохранения энергии в нем применен метод работы [11]; 

 для решения уравнений пограничного слоя на неравномерной 
сетке, организованной по методу работы [13], использованы методы 
скалярной и матричной прогонки [12]; 

 давление торможения maxp  равно 10 Мпа при M 10   и 1 Мпа 

в противном случае. 
В табл. 1 приведены значения «определяющих факторов», кото-

рые использовались при проведении систематических численных ис-
следований. При этом указанные значения числа Рейнольдса 

, , SphRe ,R  рассчитанные по параметрам газа в набегающем потоке  

и радиусу сферы Sph ,R  взяты из литературы, , minhR  — значение эн-

тальпийного фактора, соответствующее температуре стенки, равной 
примерно 300 K; , maxhR  — минимум между 0,7 и значением энталь-

пийного фактора, соответствующим температуре кипения атомарного 
углерода. 

Таблица 1 

Значения «определяющих факторов», которые использовались 
при проведении систематических численных исследований 

№ M  0
,p  

МПа 

–6

, , Sph
Re 10

R   , minh
R

, maxh
R № M

0
,p  

МПа

–6

, , Sph
Re 10

R  , minh
R  

, maxh
R  

1 25 10–3 0,00111 0,01 0,3 7 8 10–3 0,00288 0,08 0,7 
2 25 0,1 0,075 0,01 0,3 8 8 0,1 0,304 0,08 0,7 
3 25 10,0 10,1 0,01 0,3 9 8 1,0 3,23 0,08 0,7 
4 15 10–3 0,00173 0,03 0,7 10 4 10–3 0,00496 0,27 0,7 
5 15 0,1 0,142 0,03 0,7 11 4 0,1 0,639 0,27 0,7 
6 15 10,0 15,4 0,03 0,7 12 4 1,0 5,32 0,27 0,7 

 
Результаты расчетно-теоретических исследований. Удельный 

тепловой поток: 

   
   ,

,Lit
,

0,55 0,45cos 2 ,
0

w n
q q

w n

q

q


           0, / 2 ,         (1) 

где ,w nq  — удельный тепловой поток на непроницаемой поверхности 

полусферы;   — центральный угол, характеризующий положение 
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расчетного узла на поверхности полусферы относительно ее крити-
ческой точки, в которой происходит полное торможение набегающего 
газового потока. 

На рис. 1 приведены зависимость  , Num ,q   построенная по ре-

зультатам систематических численных решений уравнений погра-
ничного слоя (индекс Num ), и кривая, построенная по формуле (1). 

 

Рис. 1. Результаты расчета, полученные по формуле (1) 
(полужирная кривая), и численного решения уравнений  

пограничного слоя: 

1 — M = 25; 2 — 15; 3 — 8; 4 — 4 

 
Как следует из анализа представленных данных, утверждение, 

что формула (1) характеризуется высокой точностью, не соответству-
ет действительности. Поэтому представляется целесообразным полу-
чить инженерную методику расчета, обладающую более высокой 
точностью. 

Исследования показали, что задача может быть решена следу-
ющими способами: 

 представлением функции  q   в виде 

     

 – , M

, Eng , min
, min

,M , ,M ;
M

n

h
q q h q

h

R
R

R



 


 
        

  
    (2) 

 введением функции, определенной на области ее значений [0, 1], 

       
3

2

3 3

1 2

cos 1 cos cos ;i

i

i i
i i

i i 


 

           
 

              (3) 
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 нахождением значений входящих в выражение (3) аппрокси-
мационных коэффициентов i  по методу наименьших квадратов по 

отношению к значениям полученной в результате численного решения 
уравнений пограничного слоя функции 

   
 

, Num 0 , min , Num 0 , min

, Num 0 , min

, M , , / 2, M , ,
;

1 / 2, M , ,

q h q h

q h

p R p R

p R

 



   

  
 

 аппроксимацией функции  0, Num , min,/ 2,M ,q hp R   формулой 

     
3

–1
, Num 0 , min 3

1

/ 2,M , , M lg M ;i
q h q i

i

p R F   


              (4) 

 расчетом функции  , min , Mq    по формуле 

       , min , M 1 M M ;q q qF F           

 аппроксимацией функции  , Mn   формулой 

   
2

6 8
1

,M lg M ;i
i i

i

n    


                                 (5) 

 нахождением значений входящих в формулы (4) и (5) аппрокси-
мационных коэффициентов i  в соответствии с методом наименьших 

квадратов [14]. 
При этом зависимость от числа Маха в набегающем газовом по-

токе минимального энтальпийного фактора, соответствующего тем-
пературе «стенки», равной примерно 300 K, имеет вид 

–1,703
, min 2,8513M .hR   

Оптимальные значения коэффициентов i  определяли с помо-

щью одного из вариантов эвристического метода прямого поиска Ху-
ка — Дживса [15]: 

2 0,792662;    3 0,053948;    4 0,164727;  

5 0,129594;     6 0,044803;    7 0,012728;   

8 0,004817;    9 0,210395;    10 –0,140264.  
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Соответствие результатов расчетов функций  , Engq s  и  , Lit ,q s  

полученных с использованием инженерных формул (2) и (1), и анало-
гичных результатов  , Num ,q s  полученных путем численного реше-

ния уравнений пограничного слоя, иллюстрирует рис. 2, где 

, , , Lit/ ,q k q k q     Lit,Eng, Num.k   

 

Рис. 2. Удельные тепловые потоки на полусфере, 
рассчитанные по инженерным формулам 1, 2 и получен-
ные   путем   численного  решения  уравнений  погранич- 

ного слоя 2: 
1 — Lit;k   2 — Num; 3 — Eng 

 
Из анализа приведенных на рис. 2 данных следует, что переход  

в инженерных расчетах от формулы (1) к формуле (2) позволяет ка-
чественно снизить погрешность расчета. 

На рис. 3 приведен диапазон изменения погрешностей  расчета, 
соответствующих инженерным формулам (1) и (2). 

Видно, что применение полученной в данной работе инженерной 
формулы (2) позволяет примерно в 3 раза снизить погрешность рас-
чета по сравнению с формулой (1). Однако в окрестности значения 
центрального угла полусферы, равного / 2 , обе формулы характе-
ризуются значительными погрешностями, что является следствием 
стремления к нулю функции , Numk  при больших значениях энталь-

пийного фактора.  
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Рис. 3. Диапазон изменения  погрешностей вычисления 

( )q   по инженерным формулам: 

1 — формула (1), 2 — (2) 
 
Вывод. Установлено, что широко используемая на практике инже-

нерная формула, предназначенная для расчета конвективного теплооб-
мена в ламинарном пограничном слое на полусфере, характеризуется 
недопустимо большими погрешностями. Переход к использованию 
предложенной в данной работе новой инженерной формулы позволяет 
существенно снизить указанную погрешность до уровня, приемлемого 
для большинства технических приложений. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ  

(проект № 14-08-00971-а). 
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On the accuracy of engineering methods for calculation 
of specific heat flow in laminar boundary layer 
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The research explored engineering methods for specific heat flow calculation in laminar 
boundary layer on non-permeable “wall” of hemisphere surface in a supersonic gas 
flow. In this paper we present the results of examining these methods and estimating their 
accuracy. The study delves into the ways of solving the problem, proposed by I.N. Murzi-
nov and offers a similar engineering technique of high accuracy in accordance with 
modern scientific and technological achievements. Consequently, we to  large extent ex-
panded the variation range of such determining factors as  Mach number in the incoming 
air stream, the brake pressure of this flow, enthalpy. 

Keywords: specific heat flow, supersonic gas flow, laminar boundary layer, engineering 
methods. 
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