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Рассмотрена задача определения контактного давления между двумя контакти-
рующими цилиндрическими телами с тонкими покрытиями. Предложенный 
расчет позволяет упростить схему контакта цилиндрических тел с упругими 
мягкими тонкими покрытиями для учета большего числа явлений, протекающих в 
области контакта. Рассчитано контактное давление с учетом предложенной 
ранее формулы для описания нелинейного трения. Определено условие отсутствия 
катастрофического износа. 
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Введение. Задача расчета контактного давления в тонком слое, 

разделяющем различные контактирующие тела, является актуальной 
во многих областях техники, в том числе при проектировании трущих-
ся деталей машин. Методам расчета напряженно-деформированного 
состояния тонких упругих и неупругих сред в настоящее время уделя-
ется большое внимание, в частности, активно развиваются асимптоти-
ческие методы анализа решений фундаментальных уравнений механи-
ки деформируемых сред [1–4]. В работах [5–9] предложен метод 
расчета контактного давления, основанный на построении интеграль-
ных уравнений для давления контакта. В работе [10] предложена не-
линейная зависимость коэффициента трения от температуры и рассчи-
тана контактная температура. Определение контактного давления 
представляет особый прикладной интерес. В сходной постановке зада-
ча рассмотрена в работе [11]. В настоящей работе определяется кон-
тактное давление для цилиндрических тел с упругими мягкими тонки-
ми покрытиями. 

Постановка задачи о контактном взаимодействии двух твер-
дых изотропных цилиндрических тел с тонкими покрытиями. 
Рассмотрим процесс трения двух твердых изотропных тел. Пусть на 
поверхность одного тела нанесено покрытие начальной толщины 10h , 

а на поверхность другого — покрытие начальной толщины 20h , ме-

ханические и теплофизические характеристики покрытий различны. 
Полагаем, что модули упругости самих тел значительно превосходят 
модули упругости покрытий, и тела по сравнению с их покрытиями 
можно считать абсолютно жесткими; размеры тел намного превосхо-
дят толщины покрытий 10h  и 20h . Таким образом, покрытия можно 
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считать относительно тонкими. Другие методы исследования напря-
женно-деформированного состояния тонких тел рассматриваются в 
работах [1–3]. Процесс движения тел предполагается квазистацио-
нарным. 

В близкой постановке задача рассматривалась в работах [1–5], 
[9–11]. 

Предположим, что в области контакта двух тел возникает сила 
трения, модуль которой  t  связан с контактным давлением  q t  

нелинейной зависимостью  , .k q T   

Примем в качестве  ,k q T следующую функцию [1–3]: 

   *
* *

*1 2
1 2

1
, 1 exp 1 exp ,

2

k q k q
k q T T

                                   
     (1) 

где 
*
  — минимальное из касательных напряжений текучести матери-

алов покрытий; 1 2,k k  — коэффициенты трения материалов покрытий; 
*T  — контактная температура;     1

1 1 1 11 1
       ,  2 21      

  1
2 21

     — коэффициенты; 1 2,   — коэффициенты Пуассона 

материалов покрытий; 1 2,   — температурные коэффициенты ли-
нейного расширения материалов покрытий. 

Вследствие трения в области контакта возникает износ поверхно-
стей покрытий. За счет износа и термоупругих деформаций происхо-
дит изменение толщин покрытий. 

Обозначим текущие значения толщин покрытий через  1h t  и 

 2 .h t  В области контакта вследствие трения происходит также теп-
ловыделение. Если пренебречь малой долей работы сил трения, иду-
щей на износ покрытий и на приращение их упругой энергии, то ко-
личество теплоты, выделяемой в единицу времени на единицу 
площади контакта, можно представить следующим соотношением: 

   , .Q V t Vk q T                                        (2) 

где V  — модуль вектора скорости v  движения одного тела относи-
тельно другого.  

Динамическими эффектами пренебрегаем. Контактное давление  
в момент времени в соответствии с принципом микроскопа [12] мож-
но считать зависящим только от координаты z. 

Износ, как правило, представляет собой медленно протекающий 
процесс, поэтому будем считать, что функции        1 2, τ , ,q t t h t h t  

являются медленно изменяющимися. 
Пусть имеются два соосных цилиндра (рис. 1, поз. 1 и 2) одного 

радиуса R, примыкающие один к другому торцами. Один цилиндр 
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неподвижен, другой вращается относительно него с постоянной уг-
ловой скоростью , .V   На торцах цилиндров имеются покрытия 
толщинами  1h t  и  2 .h t  Ось Oz направим вдоль оси цилиндров. Так 

называемый третий слой [1–5, 10, 11] толщиной  тоже имеет вид ци-
линдра. 

 

Схема контакта двух соосных цилиндров 

Вследствие трения в области контакта возникает износ поверхно-
стей покрытий и изменение их толщин за счет износа и термоупругих 
деформаций. Обозначим текущие значения толщин покрытий через 

 1h t  и  2 .h t  Износ будем считать абразивным, тогда уменьшение 

толщин покрытий [13] 

       1* 1 1 2* 2 2

0 0 0 0

, ; , ,
t t t t

v t l V d l V k q T d v t l V d l V k q T d                (3) 

где 1 2,l l  — коэффициенты износостойкости материалов покрытий. 

Определение ресурса трибосопряжения. Допустим сначала, что 
функция ( )q t  задана и найдем ресурс работы пары тел с покрытиями. 
Очевидно, что должны выполняться равенства 

     1 1 1 10 1*
, ;v h t v t h h t          2 2 2 20 2*

, ,v h t v t h h t           (4) 

где  ,iv z t  — упругие перемещения точек покрытий по оси z;  
*i

v t  

определяются формулами (3). Относительно  1 1,v h t  и  2 2,v h t  

отметим, что с уменьшением ( )ih t  справедливы асимптотические со-

отношения 

   1 1 1, ;v h t O h     2 2 2,v h t O h                          (5) 

(следуют из формул (13), которые будут приведены далее). 
Предположим, что износ достаточно развит, тогда в соответствии 

с формулами (4) и (5) можно записать 



Е.А. Губарева, Т.Ю. Мозжорина, А.Н. Щетинин 

4 

   10 1 1

0

;
t

h l V k q d O h       20 2 2

0

.
t

h l V k q d O h                (6) 

Определим ресурс работы трибосопряжения как время, необхо-
димое для полного истирания одного из покрытий. Из первой форму-
лы (6) при 1 0h   найдем некоторое время 1t , из второй формулы (6) 

при 2 0h   — некоторое время 2.t  Тогда ресурс 

*t  1 2inf , .t t  

Например, при *( ) сonstq t q   имеем 

   
10 20

*
1 2

inf , .
, ,

h h
t

l Vk q T l Vk q T

 
  

  
                            (7) 

Интегральное уравнение для определения контактного дав-
ления. Пусть теперь функции  ih t  заданы, тогда функция 

     10 20 1 2 ,t h h h t h t                                    (8) 

определяющая процесс сближения оснований  1z h t  и  2z h t   

покрытий, также задана. Найдем, как изменяется контактное давле-
ние  .q t  

Вычтем первое соотношение (4) из второго, тогда в соответствии 
с выражением (8) получим 

         2 2 1 1 2 1* *
, , .v h t v h t v t v t t                           (9) 

Для определения  2 2,v h t  и  1 1, ,v h t  т. е. вертикальных упругих 

перемещений границ  1z h t  и  2z h t   покрытий, воспользуем-

ся, пренебрегая инерционными членами, уравнениями линейной не-
связанной термоупругости [14,15]. 

Поскольку напряженно-деформированное состояние покрытий за-
висит только от координаты z  и времени t  (как параметра), получим 

2

2
;i i

i
d v dT

dzdz
   ;i

zi i i i
dv

T
dz

     
 

                     (10) 

1
;

1
i

i i
i

 
  


 

 2 1
,

1 2
i

i i
i

G


 
 

 

где zi  — нормальные продольные напряжения; iG  — модули сдви-

га покрытий контактирующих тел. 
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Учитывая найденные выражения для температур в покрытиях 
[10] и интегрируя дифференциальные уравнения (10), получаем 

   

 

* *
2 21 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2

*

, ; , ;
2 2

.zi i i i

T T
v z t z a z b h v z t z a z b h

h h

a T

 
      

   

      (11) 

Здесь 

 

1
1 2 *

*

2
2 1 1 2 1 2 1 2 *

*

1 exp

*
1

1 exp
2

k q
h h

T
k q

h h h h

  
       

  
              

 

является максимальной (локализирующейся вблизи внешней окруж-
ности оснований цилиндров) контактной температурой. 

Функции времени ia  и ib  определим из граничных условий: 

   1 20, 0, 0;v t v t        1 20, 0, .y yt t q t                  (12) 

В результате получим 

  *
1 1 1 1 1 1, / / 2;v h t qh h T       *

2 2 2 2 2 2, / / 2.v h t qh h T        (13) 

Подставив формулы (3) и (12) в выражение (9) и исключив *,T  по-

лучим для определения  q t  при известных  ih t  (а следовательно, и 

при известном  t  нелинейное интегральное уравнение Вольтерра: 

 
2 2

2 1 2 2 1 1 1 2 1
*

2 1 * 0

1 exp 2 ( ) ,
2

th h h h h h k q
q V lV m q d t

S

     
                  

  (14) 

где 

S =   2
2 1 1 2 1 2 1 2 *

*

1
1 exp ;

2

k q
h h h h V

  
             

 

 
1 2

1 2
1

1 exp 1 exp

1 exp .* *

*

k q k q
h h

τ τk q
m q

τ S

     
                          

 

Случай относительно малого времени износа. Пусть  t  имеет 

порядок упругого перемещения для относительно малого отрезка вре-
мени *0 .t t     В этом случае в уравнении (14) можно приближен-

но заменить  ih t  на 0ih . Положим также, что  ,k q T  имеет соответ-

ственно вид соотношения (2), а скорость износа постоянна, т. е. 
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  0 1 ,t t                                                 (15) 

где 0 ,  1  — некоторые заданные постоянные. Тогда интегральное 

уравнение (14) после перехода к безразмерным величинам 

*/ ;q kq     20 10/ ;t Vt h h     0 0 10 20/ ,h h     1 1 /V        (16) 

(штрихи далее опускаем) и комплексам 

 
 

* 20 1 10 2

1 2 10 20

;
h h

a
k h h

   


  
  2 2

* 2 20 10 1 10 20 ;b V h h h h               (17) 

 2 2
* 2 20 10 1 10 20 ;c V h h h h        2 10 1 20 10 202 ,d h h h h     

 1 2 *h l l    

примет вид 

1
0 1

2 0

1 exp ( ) .

1 exp

t

*

*

b k q
qa h m q d t

τk q
d c

τ

  
                   

  

    (18) 

Интегральное уравнение (18) эквивалентно дифференциальному 
уравнению  

     

  
 

1 21 2

2

1 2 2 1
12

1

k k qk q k q

k q

bk d c e bck e bc k k e
aq q hm q

d c e

  



   
    

 
 (19) 

при начальном условии 

1
0 0

2 0

1 exp ,

1 exp *

*

k qb
q a

τk q
d c

τ

  
                   

             (20) 

где 0q  — начальное безразмерное контактное давление. 

Решения для специальных случаев. Рассмотрим случай, когда 

0q  мало, и будем считать, что в рассматриваемом диапазоне времени 

давление ( )q t  также мало. Линеаризуя соотношения (18) и (19), имеем 

 1 1 1/ ;q a bk d qhk      0 1 2 0/ .q a bk ck                 (21) 

Отсюда при 1 /a bk d  следует, что 

0 1 21 1 1

1 1 1 1

/
exp .

/ /

bk ck hk t
q

hk a bk d hk a bk d

     
          

               (22) 
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Таким образом, ( )q t  изменяется в пределах от 0 1 2

1

/

/

bk ck

a bk d

 


 при 

0t   до 1 1/ hk  при .t   

Пусть теперь 0q  велико, и будем считать, что в рассматриваемом 

диапазоне времени давление ( )q t  также велико. Упрощая выражения 
(18) и (19), запишем 

10 20 *
1

0

1

;

h h V
h

S
q

a

 
  

     
  0

0

/
,

b d c
q

a

  
            (23) 

где 

 0 2 10 1 20 10 20 1 2 *
1

.
2

S h h h h V        

Отсюда получаем 

 
10 20 *

1
0 0

1
/

.

h h V
h

S b d c
q t

a a

 
                          (24) 

Условие 10 20 *
1

0

1
h h V

h
S

 
   

 
 является условием катастрофиче-

ского износа, поскольку если данное неравенство не выполняется, то 
давление линейно растет с течением времени. 

Выводы. В задаче о взаимодействии цилиндрических тел с по-
крытиями при износе, тепловыделении и учете зависимости коэффи-
циента трения от температуры получено дифференциальное уравне-
ние для нахождения контактного давления. Рассмотрены два частных 
случая: давление мало, давление велико. Для частных случаев полу-
чены выражения для контактного давления. Определен ресурс три-
босопряжения. Найдено условие катастрофического износа. 
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The determination of contact pressure for the cylindrical 
bodies in the inter-actions of bodies and coatings 

© E.A. Gubareva, T.Yu. Mozzhorina, A.N. Schetinin 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 

The research deals with the problem of determining the contact pressure between two 
contacting cylindrical bodies, each body being covered with a thin coating. We consider 
the contact scheme between cylindrical solids and soft coatings and propose a calcula-
tion algorithm, which allows us to simplify the contact scheme of cylindrical bodies with 
thin elastic soft coatings for the large number of phenomena occurring in the contact ar-
ea to be considered. Taking into account the previously suggested formula describing the 
nonlinear friction, we found the contact pressure. We determined conditions under which 
there is no catastrophic wear. 
 
Keywords: coating, friction, heat generation, contact pressure. 
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