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Представлена математическая модель полета, основанная на традиционных под-
ходах, используемых для пассажирских дозвуковых самолетов. Оптимизация про-
граммы полета при снижении проведена с учетом эксплуатационных ограничений, 
характерных для гражданской авиации. При моделировании полета применена 
встроенная модель двухконтурного турбореактивного двигателя, позволяющая 
рассчитать характеристики силовой установки. 
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Введение. Вопросы оптимизации полета пассажирских самоле-

тов не теряют актуальности уже несколько десятилетий. Этой про-
блеме посвящены многие работы отечественных и зарубежных авто-
ров [1–15]. В настоящей работе при моделировании полета 
пассажирского дозвукового самолета в вертикальной плоскости ис-
пользованы традиционные подходы [1, 2]. Алгоритм расчета отража-
ет особенности отдельных участков полета: взлет, первичный набор 
высоты, основной набор высоты и т. д. Для каждого участка полета  
в соответствии с принятой практикой составлена своя система диффе-
ренциальных уравнений движения летательного аппарата (описываю-
щих только движение центра масс без учета уравнений моментов), ха-
рактерная для заданного режима полета. Системы дифференциальных 
уравнений решены численным методом предиктора-корректора (метод 
Адамса), первые шаги при решении соответствуют методу Рунге — 
Кутты четвертого порядка. 

В уравнениях движения углами атаки не пренебрегали (хотя это 
упрощение широко применяется при моделировании полета граж-
данских самолетов). Данные по аэродинамике (поляры с указанием 
углов атаки) взяты из известных таблиц. Промежуточные значения 
рассчитаны путем линейной интерполяции. 

Для расчета характеристик двигателей использована отдельная 
подпрограмма, которая вызывается внутри подпрограммы численно-
го метода для решения системы дифференциальных уравнений. 
Иными словами, модель двигателя встроена в программу, моделиру-
ющую полет пассажирского дозвукового самолета. Особенность 
настоящей работы в том, что интерполяция заранее рассчитанных ха-
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рактеристик в поле допустимых режимов полета не применяется. 
Модель двигателя соответствует первому уровню [3]. Характеристи-
ки узлов двигателя представлены в виде математических моделей ну-
левого уровня (обобщенные аппроксимационные зависимости). При 
необходимости решения системы алгебраических нелинейных урав-
нений (в модуле расчета характеристик двигателя) используется мо-
дифицированный метод Ньютона. Переходные режимы работы дви-
гателя не моделируются. Термодинамические свойства рабочего тела 
определены в соответствии с алгоритмами, изложенными в [3, 4]. 

Постановка задачи. Оптимизация программы полета на участ-
ках разгона–набора высоты и снижения-торможения проведена с ис-
пользованием критерия эффективности: минимум массы топлива тm , 

израсходованного на этом участке полета, поскольку рассматривает-
ся полет на заданную дальность. Указанный критерий эффективности 
является функционалом в задаче вариационного исчисления: 
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где eH  — энергетическая высота. 
Решение вариационной задачи сводится к минимизации в каждой 

расчетной точке программы полета на участке основного набора вы-
соты функции Флорова [1, 2] вида 
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где тG  — расход топлива одного двигателя, зависящий от высоты, 

скорости полета, атмосферных условий, текущего веса самолета и его 
аэродинамических качеств; i  — число двигателей; xn  — горизон-

тальная перегрузка, 
c
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  (P — тяга одного двигате-

ля;   — угол атаки;   — угол установки двигателя в вертикальной 
плоскости относительно хорды крыла; X  — сила аэродинамического 
сопротивления; cm  — масса самолета; 9,81g   м/c — ускорение сво-

бодного падения); V  — скорость полета. 
Эта функция есть не что иное, как производная соответствующе-

го интегрального критерия оптимизации по энергетической высоте 

 2 2 ,еН V g H   где H — высота полета, а именно т .eF dm dH  

Значения энергетической высоты начала и конца исследуемого участ-
ка полета строго фиксированы. 
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Таким образом, выбор оптимальных значений H  и V  при каж-
дом значении энергетической высоты (аргумент в системе диффе-
ренциальных уравнений движения) определяют по условию миними-
зации производных соответствующих критериев эффективности по 
энергетической высоте при ограничениях 1 1,k k k kH H V V    для 

режима разгона–набора высоты и 1 1,k k k kH H V V    для режима 

снижения-торможения. 
Оптимизация программы полета на крейсерском участке полета 

проведена с использованием того же критерия эффективности — ми-
нимума массы топлива ткр ,m  израсходованного на этом участке по-

лета, так как рассматривается полет на заданную дальность: 
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где L — дальность полета. 
Решение вариационной задачи сводится к минимизации в каждой 

расчетной точке крейсерского участка полета километрового расхода 
топлива: 
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При оптимизации программы полета на крейсерском участке 
необходимо учитывать следующие ограничения: 

 полет может совершаться только при заданных дискретных вы-
сотах (эшелонах); 

 переход на следующий эшелон возможен при существующем 
избытке (по сравнению с полетом при постоянной скорости) тяги 
двигателей 20 %; его целесообразность определяется меньшим 
значением километрового расхода топлива на следующем эшелоне 
по сравнению с текущим. 

Если при этом рассматривать полет на дальние расстояния, то за-
дачу минимизации расхода топлива на весь полет можно разделить 
на подзадачи минимизации расхода топлива на различных участках 
полета [1, 2]. 

Для моделирования выбраны параметры, характерные для средне- 
и дальнемагистральных самолетов: высокое (порядка 20…22) аэроди-
намическое качество в крейсерском полете; двигатели повышенной 
степени двухконтурности (около пяти в крейсерском полете); доста-
точно большая (142,88 т) взлетная масса. Выбранный вариант самоле-
та по весовым, тяговым и аэродинамическим характеристикам близок 
к самолету Boing-767-200. Система вертикального эшелонирования 
соответствует системе воздушных судов в воздушном пространстве 
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Российской Федерации с сокращенными интервалами (рассмотрен по-
лет для путевых углов 0…179° на дальность 9 500 км). Возможный диа-
пазон крейсерской высоты полета выбран в пределах 10 650…13 700 м, 
число М полета на крейсерском участке взято равным 0,8. Предпола-
гается, что при наборе высоты двигатель работает при заданном за-
коне регулирования (режим номинала), соответствующем 94 % физи-
ческих оборотов ротора высокого давления, на режиме снижения — 
при законе регулирования малого газа, соответствующем 78 % физи-
ческих оборотов ротора высокого давления. 

Уравнения движения на указанных участках полета подробно 
рассмотрены в [1, 2, 13–15]. Приведем их здесь кратко: 

 система уравнений на участках основного разгона–набора вы-
соты и снижения-торможения: 
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где t  — время полета; Y  — подъемная сила; 
 система уравнений для участка крейсерского полета: 
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Значения потребной тяги и потребного угла атаки определяют 
численным методом из системы алгебраических уравнений: 

 
 

0 c

0

sin ;

cos .

Y Pi m g

X Pi
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Результаты оптимизации на участках разгона–набора высоты  
и крейсерского полета подробно изложены в [13–15]. В настоящей 
работе влияние эксплуатационных ограничений (максимальной вер-
тикальной скорости при снижении пассажирского самолета в штат-
ной ситуации и максимально допустимого скоростного напора) на 
результаты оптимизации программы полета исследовано на участке 
снижения-торможения. 

Результаты расчетов. На участке снижения-торможения расче-
ты проведены для трех случаев (рис. 1–3, где сплошной линией обо-
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значен полет по заданной программе, штриховой линией — полет 
при оптимизации программы, штрихпунктирной линией — то же  
с ограничением вертикальной скорости). 

1. Полет по одной из возможных заданных программ (при сниже-
нии с высоты крейсерского полета). 

2. Полет при оптимизации программы на участке снижения-тор-
можения без учета эксплуатационных ограничений. 

3. Полет при оптимизации программы на участке снижения-тор-
можения с ограничением вертикальной составляющей скорости. 

 

Рис. 1. Полученные программы 
полета   на   участке   снижения-

торможения 

Рис. 2. Полученные траектории 
снижения 

 

Рис. 3. Изменение производной массы 
топлива   по   энергетической   высоте 
для участка снижения-торможения 

 
В результате расчета получены зависимости от высоты углов 

тангажа и углов атаки, а также километрового расхода топлива, 
вертикальной составляющей и массы топлива при снижении (рис. 4–8, 
обозначения кривых — см. выше). 
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Рис. 4. Углы тангажа для трех различ-
ных программ снижения-торможения 

Рис. 5. Углы атаки для трех различ-
ных программ снижения-торможения 

  

Рис. 6. Километровый расход топли-
ва   для   трех   программ   снижения- 

торможения 

Рис. 7. Вертикальная составляющая 
скорости для трех программ сниже- 

ния-торможения 

 

Рис. 8. Масса топлива, затрачиваемого  
на участке снижения-торможения по трем  

программам 
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Можно заметить, что при оптимизации полета на участке сниже-
ния-торможения без учета ограничений удается сэкономить до 45 % 
топлива, затрачиваемого при снижении-торможении (554 кг вместо 
1020 кг для полета по заданной программе). Вместе с этим и верти-
кальная составляющая скорости, и угол тангажа для этого случая не-
допустимы с точки зрения безопасности и комфортабельности поле-
та. Кроме того, скоростной напор при высоте 5750 м и менее 
превышает максимально допустимое значение 17 920 Н/м2, что соот-
ветствует индикаторной скорости 600 км/ч. Поскольку ограничение 
по вертикальной составляющей не выполняется в более широком 
диапазоне высот, расчет при учете эксплуатационных ограничений 
был проведен для условия верт 7 м/с.V   В результате получена про-

грамма полета, близкая к заданной. Исключение составляет участок 
горизонтального торможения реальной программы полета на высоте 
3 000 м, что связано с необходимостью снижать скорость полета  
в зоне аэропорта (зона повышенной плотности полетов гражданских 
судов) для увеличения безопасности. 

Выводы. 
1. Полученные результаты расчетов характерны для самолета  

с хорошим аэродинамическим качеством и высокими параметрами 
двигателей (со степенью двухконтурности около пяти), позволяющи-
ми достигать первичной высоты крейсерского полета более 10 тыс. м. 
При других параметрах планера системы управления результаты мо-
гут количественно отличаться от полученных. 

2. Эксплуатационные ограничения на режиме снижения-тормо-
жения практически не позволяют оптимизировать программу полета. 
Снижать высоту целесообразно при работе двигателей на режиме ма-
лого газа и при ограничении вертикальной скорости полета значени-
ями 5…8 м/с. В этом случае полет на участке снижения-торможения 
проходит при почти горизонтальном положении фюзеляжа и незна-
чительных перегрузках. 
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The way to optimize a flight program of subsonic 
passenger aircraft at lowering and braking of the aircraft 
by considering operational constraints for civil aviation 

© E.A. Gubareva, T.Yu. Mozzhorina 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

Flight simulation is based on traditional approaches used for subsonic passenger air-
crafts. Lowering and braking modes of operation are optimized by considering opera-
tional constraints for civil aviation. For simulating flight conditions we used the in-built 
model of bypass turbojet engine. It makes possible to calculate power plant parameters 
under any flight conditions.  

Keywords:  flight simulation, modeling GTE, flight optimization program, passenger air-
craft. 
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