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Разработана теория упругой устойчивости тонких многослойных пластин, по-
строенная на общих уравнениях трехмерной теории устойчивости упругих сред 
путем введения асимптотических разложений по малому геометрическому пара-
метру — отношению толщины пластины к ее длине — без введения каких-либо ги-
потез относительно характера распределения перемещений и напряжений по 
толщине пластины. Сформулированы локальные задачи теории устойчивости, по-
лучены осредненные уравнения равновесия для пластины в основном и варьируемом 
состояниях. Найдено решение локальных задач в явном аналитическом виде, с по-
мощью которого определены соотношения для всех шести компонент тензора 
напряжений, включая поперечные нормальные напряжения и напряжения меж-
слойного сдвига в основном и варьируемом состояниях пластины. Показано, что 
осредненные уравнения устойчивости теории пластин отличаются от классиче-
ских уравнений теории пластин Кирхгофа — Лява и Тимошенко как выражением 
поперечной силы, вызванной поворотом пластины при действии напряжений ос-
новного состояния, так и определяющими соотношениями пластины, содержа-
щими члены, обусловленные ее основным напряженным состоянием. Показано, 
что для ортотропных пластин определяющие соотношения упрощаются и фор-
мально становятся подобными классическим соотношениям теории тонких пла-
стин, но мембранные и изгибные жесткости пластины зависят от напряжений 
основного состояния. Приведен пример расчета тонкой ортотропной пластины 
при одноосном сжатии. Получено выражение для критической силы потери 
устойчивости, отличающееся от классической формулы Эйлера выражением для 
изгибной жесткости, которая зависит от параметров основного состояния пла-
стины. Различие значений критической силы наиболее существенно для пластины 
с анизотропными слоями. 
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сти, тонкие многослойные пластины, ортотропные пластины, асимптотическое 
разложение. 
 

Введение. Расчет тонкостенных конструкций на устойчивость 
является, как правило, одним из основных расчетных случаев при 
проектировании различных изделий авиационной, ракетной, судо-
строительной и строительной отраслей промышленности [1–3]. Не-
смотря на то что классические теории устойчивости конструкций, 
основанные на теориях пластин и оболочек Кирхгофа — Лява и Ти-
мошенко, применяются достаточно давно, известно, что значения 
критических нагрузок, получаемые в соответствии с этими теориями, 
часто оказываются существенно завышенными. Особенно для кон-
струкций из композиционных материалов, для которых существен-
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ными являются деформации межслойного сдвига, влияющие на зна-
чения критических нагрузок [4, 5]. Различные подходы к построению 
уточненной теории устойчивости изучаются во многих работах [6–8]. 
Однако они, как правило, основаны на определенных допущениях 
относительно характера распределения напряжений, деформаций и 
перемещений по толщине конструкции, а также на учете нелинейных 
эффектов деформирования. В работах [9–11] из фундаментальных 
соотношений нелинейной теории упругости и конечных деформаций 
были получены общие уравнения трехмерной линейной теории 
устойчивости. Эти уравнения использовались для вывода уравнений 
теории устойчивости пластин Тимошенко [11]. В настоящее время 
активно развивается асимптотическая теория тонких многослойных 
пластин [12–18], вывод основных уравнений которой основан только 
на анализе асимптотических разложений исходных трехмерных 
уравнений по малому геометрическому параметру, представляющему 
собой отношение толщины пластины к ее длине. 

Целью данной работы является построение теории устойчивости 
тонких пластин на основе асимптотического анализа общих трехмер-
ных уравнений теории упругости и трехмерной теории устойчивости 
без введения каких-либо допущений относительно характера пере-
мещений и напряжений.  

Уравнения трехмерной теории устойчивости в произвольном 
базисе. В соответствии с трехмерной теорией устойчивости [10, 19] 
рассматриваются основное (устойчивое) и варьированное состояния 
пластины как области трехмерного евклидова пространства при воз-
действии заданной системы нагрузок. Для основного (устойчивого) 
состояния пластины трехмерная задача линейной теории упругости 
состоит из уравнений равновесия, соотношений Коши, обобщенного 
закона Гука, граничных условий на внешней и внутренней поверхно-
стях пластины  , на которых задано давление p , граничных усло-

вий на частях торцевой поверхности T  и   с заданными вектора-

ми перемещений eiu  и усилий 0
jS , а также граничных условий 

идеального контакта на поверхности контакта S  отдельных слоев 

пластины ([ ]iu  — скачок функций), которые могут и отсутствовать, 

например, для однослойной пластины: 

0
, 0;ij j    0

,
1

;
2   iij j iju u  0 0 ;ij ijkl klC    

0: [ ] 0; [ ] 0;S i ij in u                                     (1) 

0 0 0
3 3 3: ; : ; : ,i ij j i i T i ein S p u u              
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где 0 ,ij  0 ,kl  iu  — компоненты тензора напряжений, тензора малых де-

формаций и вектора перемещений соответственно; ,u u X 
      — 

оператор дифференцирования; X   — декартовы координаты; ijklC  — 

компоненты тензора модулей упругости пластины, который зависит 
от координат .X   Здесь и далее по латинским индексам , ...i j k   идет 
суммирование от 1 до 3, по греческим индексам …    суммиро-
вания нет, индексы     образуют четную подстановку, по заглав-
ным индексам I, J, K суммирование идет от 1 до 2. 

Для варьированного состояния задача трехмерной теории устой-
чивости имеет вид [10, 19] 

0
, 0;ij i jmk im ikB     ;im m iB    ,

1
;

2i imk m kw    

 ,
1

;
2 iij j ijw w    ;ij ijkl klC                            (2) 

0: ( ) 0,i ij jmk mikn       0
3 : ( ) 0;i ij jmk mikn       : 0.T iw   

Здесь ,ij  ,kl  ,mk  ,iw  in  и   — компоненты тензоров напряже-

ний, малых деформаций, тензора Леви — Чивиты [20], компоненты 
векторов перемещений, нормали и поворота соответственно. 

Асимптотические решения уравнений равновесия и устойчи-
вости тонких пластин. Рассмотрим уравнения равновесия (1) и 
устойчивости (2) плоской пластины, срединная поверхность которой 

в декартовых координатах имеет вид 3 0,X   а внешняя и внутренняя 

поверхности 3  описываются уравнениями 3 2 ,Х h   где h — 

толщина пластины.  
Будем полагать, что рассматриваемая пластина является тонкой 

 и для нее можно ввести малый параметр 1h L    — отношение 
общей толщины пластины h к характерному размеру всей пластины, 
например к ее максимальной длине L. Введем безразмерные глобаль-
ные kx и локальную   координаты: 

;k
kx Х L  3 ,X    k = 1, 2, 3.                          (3) 

Координаты 3x  и   в методе асимптотического осреднения рассмат-

риваются как независимые переменные. Координата   по толщине 
пластины изменяется в диапазоне  0,5 0,5.     
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Примем основное допущение, что компоненты вектора усилий 
0
jS  и давление p  на внешней и внутренней поверхностях пластины 

имеют порядок малости 3( ),O   т. е. 

3 ;p p    0 3 0.j jS S                                    (4) 

Допущение (4), как правило, соответствует реальным условиям 
нагружения тонких пластин. В уравнениях (1) и (2) компоненты тен-

зора модулей упругости ( )ijklC   будем считать зависящими от коор-

динаты ,  так как этот тензор различен для разных слоев пластины. 
Решение задачи (1) для основного состояния, следуя работам  

[12–15], будем искать в виде асимптотических разложений по пара-
метру   в виде функций, зависящих от глобальных и локальной ко-
ординат: 

            0 1 2 32 3, , , ...k I I I Ik k k ku u x u x u x u x                 (5) 

Аналогично в виде асимптотического разложения найдем пере-
мещения в варьированном состоянии: 

           0 1 2 32 3, , , ...,k I I I Ik k k kw w x w x w x w x            1 2 3.k      (6) 

Подставив разложения (5) в соотношения Коши в системе уравне-
ний (1), используя при этом правила дифференцирования функций ло-

кальных координат   31 ,j
j

jX x           получаем асимп-

тотические разложения для деформаций: 

     0 0 0 1 0 20 2 ... .ij ij ij ij                                     (7) 

При этом 

      0 0 0 0
, ,

1
;

2IJ I J J Iu u          0 0 0 1
3 3, /3

1
;

2I I Iu u       0 0 1
33 3/3;u   

      0 1 1 1
, ,

1
;

2IJ I J J Iu u          0 1 1 2
3 3, /3

1
;

2I I Iu u       0 1 2
33 3/3 ;u          (8) 

      0 2 2 2
, ,

1
;

2IJ I J J Iu u          0 2 2 3
3 3, /3

1
;

2I I Iu u       0 2 3
33 3/3u   и т.д. 

Здесь    1 1
/3 ,iiu u       1 1

, ji j iu u x    — производные по локальной 

координате и по глобальным координатам. 
Запишем аналогичные выражения для деформаций в варьирован-

ном состоянии: 
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     0 1 22 ...,ij ij ij ij                                         (9) 

где 

      0 0 0
, ,

1
;

2IJ I J J Iw w          0 0 1
3 3, /3

1
;

2I I Iw w       0 1
33 3/3;w   

   1 (1) (1)
, ,

1
;

2IJ I J J Iw w          1 1 2
3 3, /3

1
;

2I I Iw w       1 2
33 3/3 ;w        (10) 

      2 2 2
, ,

1
;

2IJ I J J Iw w          2 2 3
3 3, /3

1
;

2I I Iw w       2 3
33 3/ 3  w  и т.д. 

Аналогично получаем выражения для компонент   сопутству-

ющего вектора: 

       0 1 2 32 3 ... .                                 (11) 

В выражениях (11) 

             

                 

           

0 0 1 0 1 0 0(0) (0)
1 3 2 2 3 1 3 2 1 1, 22 / 3 1/ 3

1 1 2 1 1 2 1 1 1
1 3 2 2 3 1 3 2,1 1, 22 / 3 1/ 3

2 2 3 2 2 3
1 3 2 2 3 12 / 3 1/ 3

1 1 1
; ; ;

2 2 2
1 1 1

; ; ;
2 2 2
1 1

;
2 2

     
            

     
           

   
       

          

          

      

w w w w w w

w w w w w w

w w w w      

                 

2 2 2
3 2 1 1, 2

3 3 4 3 3 4 3 3 3
1 3 2 2 3 1 3 2 1 1, 22 / 3 1/ 3

1
; ;

2
1 1 1

; ; .
2 2 2

 
  

     
            

   

          

w w

w w w w w w

 (12) 

Вычислим далее компоненты тензора — градиента от сопутству-
ющего вектора: 

         1 0 1 2 32 31
...

                   


B B B B B B     (13) 

где 

   1 1
31 2 / 33

1
;

2
 
  

B w     1 1
32 1/ 33

1
,

2
 
  

 B w  остальные  1 0; imB  

           

           

           

0 0 1 0 0 1
11 3 21 12 3 112 / 3,1 1/ 3,1

0 0 0 0 0 1
13 2 11 1, 21 21 3 22 2 / 3, 2

0 0 1 0 0 0
22 3 12 23 2 12 1, 221/ 3, 2

1 1
; ;

2 2
1 1

; ;
2 2

1 1
; ;

2 2

   
       

   
       

   
       

    

     

    

B w w B w w

B w w B w w

B w w B w w

             (14) 
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0 1 2 0 1 2
31 323 2 / 3 2 / 33 3 1/ 3 1/ 33

0 1 1 1 1 2
33 11 3 212 1/ 3 1, 2 / 3 2 / 3,1

1 1 2 1 1 1
12 3 11 13 2 11 1, 211/ 3,1

1 1 2
21 3 22 2 / 3, 2

1 1
; ;

2 2
1 1

; ;
2 2
1 1

; ;
2 2
1

2

   
       

   
      

   
       

 
  

    

     

    

  

B w w B w w

B w w B w w

B w w B w w

B w w      

           

           

1 1 2
22 3 12 1/ 3, 2

1 1 1 1 2 3
23 2 12 2,22 31 3 2 / 3 2 / 33

1 2 3 1 2 2
32 333 1/ 3 1/ 33 2 1/ 3 1/ 3, 2

1
; ;

2
1 1

; ;
2 2

1 1
; и т.д.

2 2

 
  

   
       

   
       

 

     

    

B w w

B w w B w w

B w w B w w

    (14) 

Подставляя выражение (7) в закон Гука в системе уравнений (2), 
получаем асимптотическое разложение для напряжений: 

     0 0 0 1 0 20 2 ...,        ij ij ij ij                            (15) 

где 

     0 0 0 0 0 0
3 3 ;    IJ IJKL KL IJk kC C       0 0 0 0 0 0

3 3 3 3 3 ;    i i KL KL i k kC C  

     0 1 0 1 0 1
3 3 ;    IJ IJKL KL IJk kC C       0 1 0 1 0 1

3 3 3 3 3 ;    i i KL KL i k kC C        (16) 

     0 2 0 2 0 2
3 3 ;    IJ IJKL KL IJk kC C       0 2 0 2 0 2

3 3 3 3 3    i i KL KL i k kC C  и т.д. 

Подставляя выражение (9) в закон Гука в системе уравнений (2), 
получаем асимптотическое разложение для напряжений в варьиро-
ванном состоянии: 

     0 1 22 ...,        ij ij ij ij                         (17) 

где 

     0 0 0
3 3 ;    IJ IJKL KL IJk kC C       0 0 0

3 3 3 3 3 ;    i i KL KL i k kC C  

     1 1 1
3 3;    IJ IJKL KL IJk kC C       1 1 1

3 3 3 3 3;    i i KL KL i k kC C           (18) 

     2 2 2
3 3 ;    IJ IJKL KL IJk kC C       2 2 2

3 3 3 3 3    i i KL KL i k kC C  и т. д. 

Формулировка локальных задач для основного состояния 
пластины. Подставляя разложения для перемещений (5), деформа-
ций (8) и напряжений (15) в уравнения равновесия (1), получаем их 
асимптотическое разложение: 
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                0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 0 2 0 32
, , ,3/ 3 3/ 3 3/ 3 3/ 3

1
... 0;                

 iJ J iJ J iJ Ji i i i  

     0 0 0 1 0 22 3
3 3 3 3 3: ... ;           i i i ip                   (19) 

       0 1 2 32 3: ... .         T i i i i i eiu u u u u u  

Приравнивая в уравнениях равновесия члены при 1  к нулю,  

а при остальных степенях   — к некоторым величинам      0 1 2, , ,i i ih h h  

не зависящим от ,l  получаем рекуррентную последовательность ло-

кальных задач. Задача для нулевого приближения имеет вид 

 

           

                 

       

0 0
3/ 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 3 3 33 3

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
, , 3 3, 33/ 3 3/ 3

0 0 0 0 1 1
3 3 3

0;

; ;

1 1
  ;  ; ;  

2 2

: 0; :[ ] 0; [ ] 0; 0.

 

         

       

         

i

i i KL KL i k IJ IJKL KL IJkk k

IJ I J J I I I I

i S i i i

C C C C

u u u u u

u u

 (20) 

Для первого приближения 

     

           

                 

       

0 1 0 0 0 0
,3/ 3

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
3 3 3 3 33 3

0 1 1 1 0 1 1 2 0 1 2
, , 3 3, 33/ 3 3/ 3

0 1 1 2 2
3 3 3

;

; ;

1 1
  ;  ; ; 

2 2

: 0; :[ ] 0; [ ] 0; 0.

   

         

       

         

iJ J ii

i i KL KL i k IJ IJKL KL IJkk k

IJ I J J I I I I

i S i i i

h

C C C C

u u u u u

u u

 (21) 

Для второго приближения 

     

           

                 

       

0 2 0 1 0 1
,3/ 3

0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2
3 3 3 3 33 3

0 2 2 2 0 2 2 3 0 2 3
, , 3 3, 33/ 3 3/ 3

0 2 0 2 3 3
3 3 3

;

; ;

1 1
  ;  ; ; 

2 2

: 0; :[ ] 0; [ ] 0; 0.

   

         

       

         

iJ J ii

i i KL KL i k IJ IJKL KL IJkk k

IJ I J J I I I I

i S i i i

h

C C C C

u u u u u

u u

 (22) 

Для третьего приближения 

     

           

0 3 0 2 0 2
,3/ 3

0 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3
3 3 3 3 33 3

;

; ;

   

         

iJ J ii

i i KL KL i k IJ IJKL KL IJkk k

h

C C C C
   (23) 
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0 3 3 2 0 3 3 4
, , 3 3, / 3

0 3 4 0 3 0 3
33 3 3 3 33/ 3

4 4

1 1
 ; ;

2 2

; : ; :[ ] 0;

[ ] 0; 0 и т. д .

 

     

         

   

IJ I J J I I I I

i i S i

i i

u u u u

u p

u u

           (23) 

Операция осреднения по толщине пластины 

   
0,5

1 3

0,5

.


  i iu u d                                       (24) 

Уравнения равновесия (1) после введения функций  0 0 ,ih   0 1
ih  и 

 0 2
ih  принимают вид 

     0 0 0 1 0 22 ... 0.     i i ih h h                           (25) 

Решением локальной задачи нулевого приближения (20) являют-

ся функции      0 01 0 0, и , j ijklu  зависящие от локальной координаты   

и входных данных этой задачи — перемещений    0 .j Ju x  Решением 

задачи (21) являются функции      0 12 0 1, и , j ijklu  где    1 0 0, j iju  — вход-

ные данные. В задаче (22) функции      0 23 0 2, , j ijklu  — неизвестные, 

     0 12 0 1, , j ijklu  — входные данные и т. д. 

Функции      0 0 0 1 0 2, иi i ih h h  находим из условия существования ре-

шений локальных задач (20)–(23) [12]: 

   0 00 0
, ;  i iJ Jh  

   0 10 1
, ;  i iJ Jh                                         (26) 

   0 20 2
, 3, .        i iJ J ih p p p p  

Формулировка локальных задач для варьированного состоя-
ния пластины. Подставив в уравнения устойчивости (2) асимптоти-
ческие разложения (13), (15) и (17), получим 

                
            
            

0 0 1 1 2 2 32
, , ,3/3 3/3 3/3 3/3

0 0 0 0 0 11 0 1

0 0 0 1 0 21 0 1

1
...

1

... 0.

iJ J iJ J iJ Ji i i i

imk jm imk jm jmjk jk jk

imk jm jm jmjk jk jk

B B B

B B B

 



             


      


       

 

    (27) 
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Собирая члены при одинаковых степенях   и приравнивая их  

к константам      1 0 10, , , i i ih h h  получаем вместо (27) 

   0 1 ... 0,   i ih h                                      (28) 

а также последовательность локальных задач устойчивости.  
Локальная задача устойчивости для нулевого приближения имеет 

вид 
     

           

                 

       

0 0 01
3 /3

0 0 0 0 0 0
3 3 3 33 3 3

0 0 0 0 0 1 0 1
, , 3 3, 33/3 3/3

0 0 1 1
3 3 3

0;

; ;

1 1
  ;  ; ;  

2 2

: 0; :[ ] 0; [ ] 0; 0.

imk jmi jk

jKL jk IJKL IJkKL IJ KLk k k

IJ I J J I I I I

S i ij k

B

C C C C

w w w w w

w w





   

         

       

         



 (29) 

Для первого приближения 

              

           

                 

       

0 1 0 0 0 10 1 0
, 3 /3

1 1 1 1 1 1
3 3 3 33 3 3

1 1 1 1 1 2 1 2
, , 3 3, 33/3 3/3

1 1 2 2
3 3 3

;

; ;

1 1
  ;  ; ;  

2 2

: 0; :[ ] 0; [ ] 0; 0.

imk jm jm iiJ J i jk jk

jKL jk IJKL IJkKL IJ KLk k k

IJ I J J I I I I

S i ij k

B B h

C C C C

w w w w w

w w





      

         

       

         



 (30) 

Для второго приближения 

                

           

                 

       

1 2 0 0 0 1 0 21 0 1( 1)
, 3 /3

2 2 2 2 2 2
3 3 3 33 3 3

2 2 2 2 2 3 2 3
, , 3 3, 33/3 3/3

2 2 3 3
3 3 3

;

; ;

1 1
  ;  ; ;  

2 2

: 0; :[ ] 0; [ ] 0; 0.

imk jm jm jm iiJ J i jk jk jk

jKL jk IJKL IJkKL IJ KLk k k

IJ I J J I I I I

S i ij k

B B B h

C C C C

w w w w w

w w





        

         

       

         



 (31) 

Для более высоких приближений постановки локальных задач 
устойчивости аналогичны. 

Из условия существования решения уравнений устойчивости 
первого и второго приближений получаем выражения для функций: 

            
                

0 0 0 0 10 0 1
,

1 0 0 0 1 0 21 1 0 1
,

;

.

i imk jm jmiJ J jk jk

i imk jm jm jmiJ J jk jk jk

h B B

h B B B





          

              




  (32) 
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Решение локальных задач нулевого приближения. Поскольку 
задачи (29)–(31) являются одномерными по локальной переменной ,  
их решение можно найти аналитически [15]: 

         

       

1 0 0 0 1 0 0
3, 3

0 0 0 0 0 0 0
3

2 ; ;

; 0,

     

    

I I IKL KL KL KL

IJ IJKL KL i

u u S u S

C
                     (33) 

где функции от   имеют вид 

1 1
3 3 3 3 3 3 ;

 
 

 

     IKL j I jKL j I jKLS C C d C C d  

1 1
33 3 3 33 3 3

0,5 0,5

;
 

 

 

     KL i i KL i i KLS C C d C C d                 (34) 

 0 1
3 3 3 3 . IJKL IJKL IJk k i i KLC C C C C  

Учитывая, что  0
3 0 i  и у компонент  1

imB  отличны от нуля 

только  1
31
B  и  1

32 ,B  несложно убедиться в том, что 

   0 01 0.imk jm jkB                                         (35) 

Тогда решение локальной задачи устойчивости (29) имеет вид, 
аналогичный (33): 

         

       

1 0 0 1 0
3, 3

0 0 0 0
3

; ;

; 0.

      

    

I I IKL KL KL KL

IJ IJKL KL i

w w S w S

C
                   (36) 

Из формул (34) следует, что для случая ортотропных материалов  

0;IKLS  1 1
3333 33 3333 33

0,5 0,5

.
 

 

 

     KL KL KLS C C d C C d          (37) 

Следовательно, из соотношений (33) и (35) с учетом выражений 
(5), (6) получаем, что мембранные перемещения в пластине в основ-
ном и варьированном состояниях с точностью до членов второго по-
рядка малости линейно зависят от поперечной координаты ,  как  
в классических теориях пластин Кирхгофа — Лява и Тимошенко: 

               
       

0 0 0 0
3, 3,

1 0 1 0
3, 3,

; ;

; .

     

    

I I J I J I I J I J

I I I I

u u x u x w w x w x

u u w w
       (38) 
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Прогиб зависит от   уже нелинейно с точностью до членов пер-
вого порядка малости: 

         0 0
3 3 ;    J KL KL Ju u x S x           0 0

3 3 .    J KL KL Ju u x S x    (39) 

Решение локальных задач первого приближения. Запишем ре-
шение задачи первого приближения (30) относительно напряжений [12]: 

       0 1 0 0 0 0
3 ,

0,5

( ) ;




      I KL J IJKL IJKLC C d   0 1
33 0;   

       0 1 0 0 0 00
, ;     

IJ IJKL KL IJKLM KL MC N                         (40) 

   0 1 0 00
,Ф .    KL KL KLMNS MN S  

Здесь функции обозначены следующим образом: 

     0 0 0 Ф ; 
IJKLM IJKLM IJPS PSKLMN N C  

     0 0 01
3 3 3

0,5

( ) ;






     IJKLM IJk k P PMKL PMKLN C C C C d  

 0 00
3, ;  KL KLu        ;       

KLMNS KLMNS KLMNSФ Ф Ф       (41) 

   1 1
3 3 3 3 3

0,5

Ф .


 



      
KLMNS K i SL L i SK i MNC C C d  

Поскольку  0 0
3 0, i   0 1

33 0   и из коэффициентов  1
mkB  отличны 

от нуля только  1
31
B  и  1

32
B , 

   0 11 0.imk jm jkB                                         (42) 

Тогда решение локального уравнения устойчивости первого при-
ближения в системе уравнений (30) вместе с граничными условиями 
на S и 0,5    имеет вид 

                1 0 0 0 0 0 00 0
, ,3

0,5

.imk jm jmiJ J iJ Ji jk jkB B d




                 (43) 

Подставляя в формулу (43) соотношения (36), а также учитывая, 

что  0 0
3 0, i  получаем 
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1 0 0 0
3 ,

0.5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
13 23 13 231 2 1 2

0,5

1 ,

, 1, 2, ;



  





   


       

             

     





KL J JKL JKLC C d

B B B B d   (44) 

                
               

1 0 () 0 0 0 0 0 0 0 0 0
33 11 22 12 21 22 12 11

0,5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 22 12 21 22 12 11 .





        

             

 B B B B

B B B B d      (45) 

Поскольку  0
13B  и  0

13 ,B  согласно (14), не зависят от  , то соот-

ношения (44) с учетом решения (33) можно представить в виде 

              

         

1 0 0 0 0 0
3 , 11 2 12 1 13

0 0 0 0 0
12 2 22 1 23 ,

  

 

           

      

I IJKL KL J KL I KL I

KL I KL I KL

C C C B

C C B       (46) 

где 

       0 0 0

0,5

.





    KLMN KLMN KLMNC C C d                      (47) 

Для преобразования выражения (53) подставим вначале переме-

щения  1
Iw  (36) в соотношения (14) и представим четыре компоненты 

 0 ,mkB  входящие в выражения (46), в следующем виде: 

           

           

0 0 0 0 0 0
11 3 21 2 / 3 ,1 12 3 11 1 / 3 ,1

0 0 0 0 0 0
21 3 22 2 / 3 , 2 22 3 21 1 / 3 , 2

1 1
; ;

2 2
1 1

; .
2 2

 

 

     

     

KL KL KL KL

KL KL KL KL

B w S B w S

B w S B w S

     (48) 

Подставляя соотношения (48) в соотношения (45), получаем иско-
мую формулу для поперечных напряжений в варьируемом состоянии: 

           
         

1 0 0 0 021 11 12 22
33 ,1 , 2

0 0 0 0
3, 22 22 3,11 11 ,

 

        

  

MN KL KLMN KLMN KL KLMN KLMN

MN MN

H H H H

w C w C      (49) 
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где 

    0 0
/ 3 / 3

0,5

.



  



    KLMN KL KLMN MNH S C S C d           (50) 

Выразим деформации  1
3k  из второй группы соотношений (31), 

тогда с учетом формул (43) и (36) получим 

       1 1 1 11 1 1
3 3 3 3 3 3 333 333 .         k i i KL KL k I I kk C C C C                (51) 

Деформации  1 ,KL  согласно соотношению (36), имеют вид, анало-

гичный соотношениям (40) для основного состояния: 

   1 0
,Ф ,KL KLMNSKL MN S       0

3, .  KL KLw              (52) 

Если подставить теперь в формулу (51) выражения (52), (46) и 
(49), то получим следующее представление для деформаций: 

      

          
          

 

1 0 01 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 ,3

0 0 0 01
3 3 2 1 211 12 13 12

0 0 0 0 01 21 11
1 33322 23 ,1

0 12 2
, 2

Фk i i KL KL k i i KL KLMNS k I ISMN MN Sk

k I I I IKL KL KL

I k KLMN KLMNKLKL KL

KLMN KLMNKL

C C C C C C

C C C B C

C B C H H

H H

  





  





         
 

        
 

          

               0 0 0 0 0 02
3, 22 22 3,11 11 .MNMN MNw C w C

 

  


 

(53) 

Подставляя выражение (51) в третью группу соотношений (30), 
найдем оставшиеся напряжения первого приближения в варьируемом 
состоянии: 

          1 0 1 1 11 1
3 3 3 3 333 33 .       IJ IJKL KL IJk k I I kC C C C                (54) 

Подставляя формулы (52), (46) и (49) в выражения (54), получаем 
окончательно 

           

       

1 0 0 0 0 0 0
, 3

0 0 0 0 0 0
, 3, ,

       

    


IJ IJKL KL IJMNS MN S IJKLM M KL

IJKLMNS KL S MN IJMNKL KL MN

C N V B

W G w           (55) 

где введены следующие тензоры: 

     0 01
1 3 3 3 11 2 12 1 ;

 

      IJKL IJk k M KL M KL MV C C C C             (56) 
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     0 01
2 3 3 3 12 2 22 1 ;

 

      IJKL IJk k M KL M KL MV C C C C  

 
 

  
  

1 21 11
1 3 333

1 12 22
2 3 333

01
22 3 333 22

01
11 3 333 11

12 21

;

;

;

;

0.

IJKLMN IJk k KLMN KLMN

IJKLMN IJk k KLMN KLMN

IJMN IJk k MN

IJMN IJk k MN

IJMN IJMN

W C C H H

W C C H H

G C C C

G C C C

G G













 

  



 

 

                (56) 

Осредненные уравнения для основного и варьированного со-
стояний. Подставляя выражения (26) в асимптотическое разложение 

(25) уравнений равновесия, получаем 

      0 0 0 1 0 22
, , , 3 ... 0.              iJ J iJ J iJ J ip         (57) 

Умножив уравнения равновесия системы (19) на   и проинте-
грировав их по толщине, получим следующее вспомогательное урав-
нение: 

         0 0 0 1 0 1 0 22
, 3 , 3 ... 0.                  IJ J I IJ J I      (58) 

Здесь учтено, что    0 1 0 1
33/ 3      ii  и    0 2 0 2

33/ 3      ii  

вследствие граничных условий на    0 0 0 1
3 3 3: 0, 0.    i i  

Введем обозначения для усилий 0
IJT , моментов 0

IJM  и перерезы-

вающих сил 0
IQ в пластине: 

     0 0 0 1 0 20 2 ...;          IJ IJ IJ IJT  

   0 1 0 20 2
3 3 ...;         I I IQ                         (59) 

   0 0 0 10 2 ... .         IJ IJ IJM  

Тогда уравнения (57) и (58) можно записать в виде классических 
уравнений равновесия пластины: 

0
, 0;IJ JT  0

, ; J JQ p  0 0
, 0, IJ J IM Q                       (60) 

где 2 .   p p  
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Подставляя выражения (32) в асимптотическое разложение (28) 
уравнений устойчивости и сохраняя только главные члены разложе-
ния, получаем 

          
               

0 0 0 0 10 1
,

1 0 0 0 1 0 21 0 1
, ... 0.

imk jm jmiJ J jk jk

imk jm jm jmiJ J jk jk jk

B B

B B B





           

                 




 (61) 

Умножим уравнения равновесия системы (27) на   и проинтегри-
руем их по толщине, тогда, сохраняя только главные члены асимптоти-
ческого разложения, получаем следующее вспомогательное уравнение: 

         
            

            

0 1 1 22
, ,3 3

0 0 0 0 0 11 0 1

0 0 0 1 0 21 0 12 ... 0.

IJ J IJ JI I

Imk jm Imk jm jmjk jk jk

Imk jm jm jmjk jk jk

B B B

B B B

 



                 

               

                

 

    (62) 

Здесь учтено, что  0
3 0, i     1 1

33/ 3 ,      ii     2 2
33/ 3 ,      ii  

поскольку    0 1
3 30, 0,   i i     0 11 0imk jm jkB     и    0 21 0imk jm jkB     в 

соответствии с выражением (42). 

Введем обозначения для усилий IJT , моментов IJM  и перерезы-

вающих сил IQ в варьируемом состоянии аналогично формулам для 

основного состояния, но с сохранением только главных членов раз-
ложения: 

   0 1 2...;       IJ IJ IJT  

   1 22
3 3 ...;         I I IQ                           (63) 

   0 12 ... .         IJ IJ IJM  

Тогда уравнения (61) и (62) примут следующий вид: 

          
2

0 0 0 0 0 0
, 13 231 2

1

1 0, , 1, 2, ;


   


               T B B  

          
2

0 0 0 0 0 0
, 13 231 2

1

1 0;


    


             M Q B B       (64) 

               0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
, 11 12 21 22 12 11 22 12 0.               J JQ B B B B  
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Согласно соотношениям (14), компоненты    0 0
13 23иB B  не зависят 

от  , поэтому уравнения системы (64) можно записать в виде 

      
2

0 00 0
, 13 1 23 2

1

1 0, , 1, 2, ;


   


          T B T B T  

          
2

0 0 0 0 0 0
, 13 231 2

1

1 0;


    


     M Q B M B M           (65) 

               0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
, 11 12 21 22 12 11 22 12 0.               J JQ B B B B  

Моменты основного состояния в нулевом приближении 

   0 0 0 0 .   M                                     (66) 

Уравнения (65) — искомые уравнения устойчивости пластины. 
Если слои пластины расположены симметрично относительно 

срединной плоскости 0  , то в соответствии с решением (36) 

     0 0 0 0 0 0.     KLKLM C                           (67) 

Для ортотропной пластины, согласно соотношениям (38), переме-

щения    1 0
3,  I Iw w  линейно зависят от координаты  , тогда в соот-

ветствии с выражением (14) компоненты  0
11 ,B   0

12 ,B   0
21 ,B   0

22B  не зави-

сят от  . Уравнения устойчивости ортотропной пластины принимают 
следующий вид: 

      
2

0 00 0
, 13 1 23 2

1

1 0, , 1, 2, ;


   


          T B T B T  

2

,
1

0;  


  M Q                                    (68) 

        0 0 0 00 0 0
, 11 22 12 21 22 12 11 0.    J JQ B B T B T B T  

Осредненные определяющие соотношения теории пластин. 

Подставив выражения (42) и (48) для напряжений  0 0 ,IJ   0 1 , IJ   0 1
3I   

в интегралы формул (59), получим осредненные определяющие соот-
ношения для пластины в основном состоянии: 

   0 0 0 00 0
, ;     IJ IJKL KL IJKL KL IJKLM KL MT C B K                   (69) 
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0 0 0 00 0
,

0 0 0 20 2
, 3

;

.

     

      

IJ IJKL KL IJKL KL IJKLM KL M

I IJKL KL J I

M B D K

Q K
                (69) 

Тензоры осредненных упругих констант пластины в соотношени-
ях (69) имеют вид 

     

    
 

0 0 02 2

0 0

02

; ; ;

; ;

.



           

       

    





IJKL IJKL IJKL IJKL IJKL IJKL

IJKLM IJKLM IJKL IJKL

IJKLM IJKLM

C C B C D C

K N K C

K N

    (70) 

Аналогично, подставляя выражения (33), (46) и (55) для напряже-

ний  0 , IJ   1 ,IJ   1
3 I  в интегралы формул (63), получаем осредненные 

определяющие соотношения для пластины в варьируемом состоянии: 

       0 0 0 0 0
, 3

ˆ ˆ ;       IJ IJKL KL IJKL KL IJKLM KL M IJKLM M KLT C B K V B  

       0 0 0 0 0
, 3

ˆˆ ;       IJ IJKL KL IJKL KL IJKLM KL M IJKLM M KLM B D K V B    (71) 

   0 22
, 3 .      I IJKL KL J IQ K  

Дополнительные тензоры осредненных упругих констант пла-
стины в варьируемом состоянии имеют вид 

 0 0ˆ ;  IJKL IJKL IJMNKL MNB B G   0 0ˆ ;  IJKLM IJKLM IJKLSNM SNK K W  

 0 0ˆ ;  IJKL IJKL IJMNKL MND D G   0 0ˆ ;  IJKLM IJKLM IJKLSNM SNK K W  

;   IJKLM IJKLMV V  ;   IJKLMNS IJKLMNSW W           (72) 

;   IJMNKL IJMNKLG G  2 ;    IJKLM IJKLMV V  

2 ;    IJKLMNS IJKLMNSW W  2 .    IJMNKL IJMNKLG G  

В отличие от определяющих соотношений в классической теории 

устойчивости соотношения (71) содержат слагаемые    0 0 0
3IJKLM M KLV B   

и    0 0 0
3 ,IJKLM M KLV B  учитывающие влияние основного состояния пла-

стины на варьируемое. Кроме того, осредненные упругие константы 

(72) в варьируемом состоянии также зависят от деформаций  0 0SN  ос-

новного состояния пластины. 
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Для ортотропных сред равны нулю компоненты следующих тен-
зоров: 

0;IJKLMV  0; KLMNH   0 0;IJKLMN   Ф 0, 
KLMNS         (73) 

поэтому из соотношений (56), (70) и (72) имеем 

1 1

0; 0; 0; 0;

ˆˆ0; 0; 0; 0; 0.

   

    

IJKLM IJKLM IJKLMNS IJKLMNS

IJKLMNS IJKLM IJKLM IJKL IJKL

K K W W

W K K V V
     (74) 

С учетом этих выражений определяющие соотношения (71) при-
нимают более простой вид: 

 0 ˆ ;   IJ IJKL KL IJKL KLT C B  

 0 ˆ ;   IJ IJKL KL IJKL KLM B D                              (75) 

 22
3 .    I IQ  

Полученные соотношения формально похожи на определяющие 
соотношения классических теорий пластин, но осредненные упругие 

константы ˆ, ,IJKL IJKLC B  IJKLB  и ˆ
IJKLD  зависят от деформаций основ-

ного состояния пластины  0 0 .SN  

Осредненные кинематические соотношения теории пластин. 
В систему осредненных определяющих соотношений (69) входят де-

формации срединной поверхности  0 0 ,KL  кривизны 0
KL  и градиенты 

деформаций  0 0
, ,KL N  которые зависят от функций  0 ,Iu   0

3u  глобаль-

ных переменных Ix : 

      0 0 0 0
, ,

1
 ;

2
  IJ I J J Iu u   00

3, .  KL KLu                       (76) 

Эти кинематические соотношения замыкают систему уравнений 
асимптотической теории пластин (60), (69), находящихся в основном 
состоянии. 

В систему осредненных определяющих соотношений (71) варьи-
рованного состояния пластин входят деформации срединной поверх-

ности  0 ,KL  кривизны ,KL  градиенты деформаций  0
, ,KL N  а также 

компоненты  0
3MB  вектора поворота, которые зависят от функций 

 0 ,Iw   0
3w  глобальных переменных Ix : 
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0 0 0 0
, , 3,

0 0 0 0 0 0
13 2 11 1, 21 23 2 12 1, 22

1
 ; ;

2
1 1

; .
2 2 

     

     

IJ I J J I KL KLw w w

B w w B w w
             (77) 

Эти кинематические соотношения замыкают систему уравнений 
асимптотической теории пластин (65), (71), находящихся в варьируе-
мом состоянии. 

Пример расчета устойчивости пластины при одноосном сжа-
тии. Рассмотрим классическую задачу об устойчивости пластины 

при действии на нее сжимающей продольной нагрузки 0 0
11 0.  T T  

Ось 1OX  ориентирована в направлении продольной оси пластины. 
Будем считать, что пластина является: 1) ортотропной, главные оси 

ортотропии каждого слоя совпадают с осями iOX  декартовой систе-
мы координат и 2) симметричной относительно срединной поверхно-
сти, т. е. выполняются соотношения 

    .  ijkl ijklC C                                       (78) 

В пластине, находящейся в основном состоянии, возникает одно-
осное растяжение (сжатие), которому соответствует следующее ре-
шение системы уравнений (60), (69), (73): 

       

         

0 0 0 00 1
1111 11 101 3 2 3,

0 0 0 0 00
11 1111 112211 11 11 22 11

П ;  0; 0; 0;

; ; ,

KL KLu T X u u u u

T

       

         
    (79) 

остальные усилия, а также все моменты и перерезывающие силы 

равны нулю, т. е. 0 0, T  0 0, M  0 0. Q  Здесь ПIJKL  — компо-

ненты тензора податливостей, обратного к ;IJKLC  10u  — постоянная 

интегрирования, определяемая из граничного условия на торце пла-
стины. 

Решение для варьированного (неустойчивого) состояния пласти-
ны будем искать подобно решению задачи изгиба пластины [13],  

в котором отличны от нуля две основные функции: прогиб  0
3w  и 

угол поворота  1
1 ,w  причем эти функции зависят только от продоль-

ной координаты 1X : 

         0 1 0 0 11
3 1 1 2 2; // 0; 0; 0    w w X w w w              (80) 

Подставляя это решение в кинематические соотношения (12), 
находим компоненты вектора поворота: 
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            0 0 0 1 0 1
1 2 3 1 31/ 3

1
0; ; 0; 0; 1 2 3

2               w w     (81) 

После подстановки выражений (80) в соотношения (14) находим, 
что ненулевой является только одна компонента: 

          0 0 0 1 0
12 2 1 3 11 3 111/ 3 1

1

2       B w w w               (82) 

а остальные    0 10 0.  ij ijB B  

Здесь использована формула (38)    1 0
1 3,1 ,  w w  которая имеет место 

вследствие ортотропии пластины. Так у тензоров  0 0 IJ  и  0
IJB  отлич-

ны от нуля только компоненты  0 0
11  и  0

12 ,B  тогда с учетом формул 

(81) получаем 

              0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0
3 11 22 12 21 22 12 11 12 11 3,11.       eF B B T B T B T B T T w     (83) 

Подставляя выражение (80) в кинематические соотношения (77), 
находим компоненты деформаций и кривизн срединной поверхности 
пластины в варьированном состоянии: 

 0
11 3,11,  w                                          (84) 

а остальные 0, KL   0 0. IJ  

Подставляя выражения (84) в определяющие соотношения (75), 
находим выражения для усилий и моментов: 

11 11

11 1111 11 22 2211 11 12

ˆ ;

ˆ ˆ; ; 0.

 

    
IJ IJT B

M D M D M
                   (85) 

Поскольку пластина является симметричной, из соотношений 

(47) и (78) следует, что функции   0


KLMNC  являются антисиммет-

ричными:      0 0 .
 
 KLMN KLMNC C  Из (56) следует, что и IJMNKLG  

антисимметричные функции. Тогда из выражений (70) и (72) получа-
ем, что для симметричной пластины равны нулю следующие компо-
ненты тензоров: 

 

  
0

0

0; 0;

ˆ 0; 0.


        

    

IJKL IJKL IJMNKL IJMNKL

IJKL IJKL IJKL

B C G G

B K C
         (86) 
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Однако отличными от нуля являются компоненты тензора 

IJMNKLG  и, следовательно, изгибная жесткость пластины в варьируе-

мом состоянии 

   0 0 0 0
1111 1111 111111 11 111122 22 1111

ˆ       D D G G D  

     0 02 1 1 0
1133 3333 1111 1111 1133 3333 2211 1122 . 

 

             
C C C C C C T  (87) 

После подстановки выражений (86) в определяющие соотноше-
ния (85) получаем, что IJT  и 1Q  равны нулю, а момент 11M  зависит 

только от 1.X  Тогда система уравнений теории устойчивости (68) 
содержит только два ненулевых уравнения: 

11 1 1 0;  M Q   00
1 1 3,11 0   Q T w                          (88) 

Исключив из этих двух уравнений перерезывающую силу 1Q , по-

лучим 

 00
11 11 3,11 0.  M T w                                      (89) 

Подставляя вместо момента 11M  его выражение (85), с учетом 

(84) получаем итоговую форму уравнения теории устойчивости пла-
стины: 

   0 02
3,1111 3,11 0, w k w                                      (90) 

где 

0
2 11

1111

.
ˆ


Т

k
D

                                           (91) 

Уравнение (90) с граничными условиями шарнирного закрепления 

 01 0
1 3 110 0 0; 0      X U w M  (0)1

3 110 0    X l w M     (92) 

имеет минимальное собственное значение .  k l  Ему соответствует 

критическое значение сжимающей нагрузки 0,T  при котором проис-
ходит потеря устойчивости пластины: 

2
0 1111
кр 2

ˆ
.




D
T

l
                                         (93) 

Формула (93) отличается от классической формулы Эйлера [19] 

для критического усилия значением изгибной жесткости 1111
ˆ .D   
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В классическую формулу вместо 1111D̂  входит значение 1111,D  разли-

чие между ними определяется соотношением (87). Если пластина од-

нослойная, т. е.  0 const,KLMNC  то, согласно (47),   0 0

KLMNC  и, 

следовательно, 1111 1111
ˆ .D D  Для многослойной пластины эти изгиб-

ные жесткости уже различаются, особенно, если слои пластины анизо-
тропные и отношение модулей упругости в продольном и поперечном 

направлениях 1
3333 1111C C  велико. Таким образом, даже для простейшей 

классической задачи об устойчивости пластины при продольном сжа-
тии разработанная теория дает заметную поправку к значению крити-
ческой нагрузки. Для других случаев (несимметричная пластина, не-
ортотропные слои, неравномерная нагрузка и др.) различие может 
быть еще более существенным.  

Заключение. Разработана теория устойчивости упругих тонких 
многослойных пластин, построенная на общих уравнениях трехмер-
ной теории устойчивости упругих сред путем введения асимптотиче-
ских разложений по малому геометрическому параметру без введе-
ния каких-либо гипотез относительно характера распределения 
перемещений и напряжений по толщине пластины. Сформулированы 
локальные задачи теории устойчивости, а также выведены осреднен-
ные уравнения равновесия пластины в основном и варьируемом ее 
состояниях. Показано, что осредненные уравнения устойчивости тео-
рии пластин отличаются от классических уравнений теории пластин 
Кирхгофа — Лява и Тимошенко выражением поперечной силы  
в варьируемом состоянии и определяющими соотношениями пласти-
ны, которые включают члены, обусловленные основным напряжен-
ным состоянием. Пример расчета устойчивости тонкой ортотропной 
пластины при одноосном сжатии показал, что значение критической 
силы потери устойчивости отличается от значений, полученных по 
классической формуле Эйлера, выражением для изгибной жесткости, 
которая зависит от параметров основного состояния пластины.  

 
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного 

фонда (проект №14-19-00847). 
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Theory of plates stability, based on asymptotic analysis 
of stability theory equations 

for three-dimensional elastic bodies 

© Yu.I. Dimitrienko 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 

The objective of this research is to develop a theory of elastic stability of thin multilayer 
plates. The theory is based on general equations of three-dimensional theory of elastic 
stability by means of introducing the asymptotic expansion over a small parameter, 
which represents a thickness to length of plate ratio, without any hypothesis about dis-
placements and stress distributions. Within the research, we stated local problems of sta-
bility, as well as the averaged equations of plate equilibrium for the ground states and 
the varied states of the plate. Consequently, we obtained the analytical solution of the lo-
cal problems, which helped deduce relations for all six components of the stress tensor, 
including throw-thickness normal stresses and shear stresses for the ground and varied 
states. Moreover, we found that the averaged equations of plates’ stability differ from the 
classic equations of Kirchoff—Love and Timoshenko's plate theory of stability. It is de-
termined that for orthotropic plates the constitutive relations simplify and become similar 
to classical relations of thin plates. However, the membrane and flexural stiffness of 
plates depends on stresses of the ground state. The study is illustrated with an example of 
calculating a thin orthotropic plate under uniaxial compression. As a result, we obtained 
an expression for the critical buckling force, which differs from the classical Euler for-
mula in expression for flexural stiffness, which depends on the parameters of the ground 
state of the plate.  The findings of the research show that the difference of the critical 
force values is the most significant for the plates with strong anisotropic layers.  
 
Keywords: theory of plates’ stability, three-dimensional stability theory, thin multi-layer 
plates, orthotropic plates, asymptotic expansion. 
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