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В работе представлены первые результаты исследования равно-
весных (стационарных) конфигураций плазмы в ловушке токамак на
основе двухжидкостной магнитной гидродинамики. Исторически за-
дачи плазмостатики возникли как составная и важнейшая часть про-
граммы управляемого термоядерного синтеза УТС [1, 2]. Многочи-
сленные установки, имеющие целью реализацию равновесных конфи-
гураций, называются магнитными ловушками. Одним из наиболее пер-
спективных направлений в проблеме УТС, с которым связаны боль-
шие ожидания, и является тороидальная магнитная ловушка токамак.
В частности, в настоящее время в рамках международного проекта
ITER, в котором участвует и Россия, во Франции строится большая
установка такого типа.

Теоретической основой расчета магнитных ловушек на сегодняш-
ний день является, как правило, магнитная гидродинамика (МГД) [3].
Практически наиболее интересны конфигурации, обладающие опреде-
ленной симметрией, например, как в токамаке, осевой. В этом случае
равновесная (статическая) МГД-конфигурация ищется как решение
уравнения Грэда — Шафранова [3,4]:
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где Ψ(r, z) — функция магнитного потока, P (Ψ), J(Ψ) — произволь-
ные заданные функции, имеющие смысл давления плазмы и функции
полного тока.

Двухжидкостная гидродинамика квазинейтральной плазмы.
В классической МГД среда рассматривается как проводящая электри-
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ческий ток жидкость, причем механизм возникновения тока не опре-
деляется. В модели двухжидкостной магнитной гидродинамики [5–7],
плазма рассматривается как смесь двух заряженных газов (ионного и
электронного) и электрический ток возникает как естественный ре-
зультат различного движения компонент. Для рассматриваемого круга
задач естественно предположение об квазинейтральности (концентра-
ции электронов и ионов равны ne = ni = n). Для каждой из компонент
мы имеем свой комплект гидродинамических уравнений. В отсутствии
диссипации мы, таким образом, имеем

∂n

∂t
+ div(nVe,i) = 0; (2)

me,in
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Эти уравнения дополняются уравнениями Максвелла в квазистацио-
нарном приближении (опускается ток смещения)

1

c

∂B

∂t
+ rot E = 0 div B = 0, (5)

rot B =
4π

c
j, j = en(Vi −Ve). (6)

Это совместная, замкнутая система уравнений [8, 9], явно учитывает
инерцию электронов, что при не слишком больших концентрациях и
больших плотностях электрического тока, характерных для современ-
ных токамаков, представляется необходимым.

Стационарные осесимметричные конфигурации. Под равновес-
ной плазменной конфигурацией плазмы в ловушке мы будем понимать
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(2)–(6) с неподвижными ионами Vi = 0. Стандартным образом из
(5)–(6) следует, что

Br = −
1

2πr

∂Ψ

∂z
, Bz =

1

2πr

∂Ψ

∂r
, Bϕ =

2J

cr
,

jr = −
1

2πr

∂J

∂z
, jz =

1

2πr

∂J

∂r
, jϕ = −

c

8π2r
Δ∗Ψ, Ve = −

1

en
j,

(7)

где Ψ(r, z) — функция магнитного потока, а J(r, z) — функция полного
тока

Ψ =

r∫

0

2πrBzdr, J =

r∫

0

2πrjzdr. (8)
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Нетрудно проверить, что для равновесной плазменной конфигурации
выполняются соотношения [8]:

1) se = se(J), Pi = Pi(n);

2) интеграл углового момента
me

en
rjϕ +

e

2πc
(Ψ + πr2Hz) = −K(J). (9)

Здесь Hz = const внешнее продольное магнитное поле (оно по-
является в (9), если в уравнениях движения добавить внешнее поле
H = (0, 0, Hz);

3) интеграл Бернулли (интеграл энергии для электронов)

me

2e2
j2

n2
+miWi(n) +meWe = F (J), (10)

где se = se(J), Pi = Pi(n), K(J), F (J) — произвольные функции
своего аргумента; Wi(n), We(n, J) — энтальпии ионов и электронов.

Используя (9)–(10), можно показать [8, 10], что для осесимметрич-
ной равновесной конфигурации система (2)–(6) сводится к двум диф-
ференциальным уравнениям второго порядка относительно функций
Ψ, J :
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Входящая в эти уравнения концентрация частиц n(r, z) исключается
посредством интеграла Бернулли (10), а азимутальная плотность тока
посредством интеграла (9). Таким образом, решение уравнений рав-
новесных конфигураций (11) зависит от трех произвольных функций
se(J), K(J), F (J). Электрическое поле в равновесной конфигурации
равно E = −∇Pi/(en).

Для случая идеального политропного электронного газа получим

We(n, J) =
γ

(γ − 1)me
Ge(J)n

γ−1. Считая Pi(n) = Gin
γ , Gi = const

получим Wi(n) =
γ

(γ − 1)mi
Gin

γ−1. Теперь уравнение для J и закон

Бернулли конкретизируются:
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Таким образом, закон Бернулли дает алгебраическое уравнение для
нахождения n. Если γ = 3 (ниже ограничимся этим случаем), это
уравнение становится биквадратным и дает явное выражение для n:
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Формула (13) дает два выражения для n. Оказывается [8], что в обла-
сти параметров, отвечающих знаку “+” (“плотная” плазма), система
(11) эллиптическая, а для знака “−” (разреженная плазма) — гипербо-
лическая. Проиллюстрировать это обстоятельство можно с помощью
гидродинамической аналогии. В [8] показано, что в общем случае,
не предполагающем симметрии равновесия, уравнения плазмостати-
ки в двухжидкостной модели совпадают с уравнениями стационарно-
го течения сжимаемого газа в специальном поле сил. Последние же
уравнения, как известно, гиперболические для сверхзвуковых течений
и эллиптические — для дозвуковых. Мы будем рассматривать здесь
только эллиптический случай (знак “+” в формуле (13)).

Краевая задача для тороидальной ловушки. Рассматриваем осе-
симметричную тороидальную камеру, удерживающую плазму в рав-
новесии. Сечение камеры плоскостью (r, z) имеет вид “треугольника”
(рис. 1), на границе которого ставятся следующие условия

J ≡ J0, Ψ ≡ Ψ0, (14)

где J0, Ψ0 — константы. Линии J = const — линии тока электронов
в плоскости (r, z), величина J0 равна току во внешней тороидальной
обмотке. Линии Ψ = const — линии магнитного поля в плоскости
(r, z), величина Ψ0 равна потоку магнитного поля через центральное
отверстие тора.

Образуем теперь новые единицы измерения, используя физические
параметры, входящие в постановку задачи. Единицей длины будет рас-
стояние между осью z и камерой L0. Магнитное поле будем измерять
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Рис. 1. Линии уровня функций:
a — Ψ(r, z); б — J(r, z); в — jϕ(r, z); г — Pe(r, z) для ξ2 = 0, 025, β = 6, 0, α = 0.1,
δ = 0, 05, η = 1, 0, hz = 0, 25, pf = 1, 0, pg = 0, pk = 2

в единицах B0 =
2J0
cL0

. Единицы плотности и температуры образу-

ем из известных характерных значениях функций F (J) = F0f(J/J0),
Ge(J) = Ge0g(J/J0), K(J) = K0k(J/J0), а именно

Te0 = F0/kB, n20 =
kBTe0

Ge0
, Ti0 =

n20Gi0

kB
,

где kB — постоянная Больцмана.
В новых единицах условия (14) примут вид

J ≡ 1, Ψ ≡
cΨ0
4πL0J0

= δ, (15)

а соотношения (9)–(13) запишутся в следующем виде:
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+Ψ+ αk(J) +
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2
hz = 0 — интеграл момента,

ξ2

β

j2

n2
+
3

2
(η + g(J))n2 = f(J) — интеграл Бернулли.
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(17)

В новых единицах в задаче появляются следующие безразмерные па-
раметры

ξ2 =
c2me

4πe2L20n0
, β =

8πkBn0Te0
B20

, η =
Ti0

Te0
,

α =
c2K0

2eL0J0
=
c

e

K0

B0L
2
0

, δ =
Bp0

B0
, hz =

Hz

B0

(18)

и три произвольные функции g(J), f(J), k(J) с нормировкой g(1) =

= f(1) = k(1) = 1.

Уравнение Грэда–Шафранова получаются из уравнений (16) в пре-
деле ξ2 � 1. Можно показать [8], что если разложить все функции,
входящие в уравнения (16), в ряды по степеням ξ2, то нулевые коэффи-
циенты разложений будут удовлетворять уравнению Грэда — Шафра-
нова. Поскольку параметр ξ2 в систему (16) входит сингулярно — стоит
при старших производных, то уравнения Грэда–Шафранова не только
предельный, но и вырожденный случай уравнений в двухжидкостном
приближении.

Требование положительности плотности в (17) позволяет легко по-
лучить необходимое условие существования решения уравнений (16).
Из положительности величины q следует следующее ограничение на
параметры

ξ2β > max






(

α + δ +
r2min
2
hz

)2

r2min
,

(

α + δ +
r2max
2
hz

)2

r2max






. (19)

При hz = 0 получим в частности ξ2β > (α + δ)2.
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Результаты расчетов. В настоящее время существует много дей-
ствующих установок-токамаков. Их параметры (геометрические раз-
меры, величины полей и токов) могут различаться весьма значительно.
Целью первых расчетов в новой модели равновесных конфигураций
было, прежде всего, желание убедится, что уравнения (16) имеют ре-
шения, в которых есть удержание плазмы. Под удержанием плазмы мы
будем здесь понимать такое решение, при котором давление плазмы
максимально где-то в центральной области камеры и имеет меньшие
значения вблизи ее границы. Какой-либо точной привязки к конкрет-
ной установке и соответствующим параметрам (геометрия, ток в об-
мотке, магнитное поле, давление и т.д.) не проводилось. В расчетах
следующим образом выбирались функции f(J), g(J), k(J)

f(J) = 1 + pf (1− J)
4, g(J) = 1 + pg(1− J)

4,

k(J) = 1 + pk(1− J)
4,

(20)

где pf , pg, pk — постоянные.

Рис. 2. Линии уровня функций:
a — Ψ(r, z); б — Pe(r, z) для ξ2 = 0, 025, β = 6, 0, α = −0, 3, δ = 0, 05, η = 1, 0,
hz = 0, 25, pf = 6, 0, pg = 0, pk = 6; в — Ψ(r, z); г — Pe(r, z) для ξ2 = 0, 025,
β = 6, 0, α = −0, 3, δ = 0, 05, η = 1, 0, hz = 0, 28, pf = 0, pg = 0, pk = 0
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На рис. 1 даны распределения по сечению ловушки основных вели-
чин определяющих характер решения при следующих значениях па-
раметров ξ2 = 0, 025, β = 6, 0, α = 0, 1, δ = 0, 05, η = 1, 0, hz = 0, 25,
pf = 1, 0, pg = 0, pk = 2, 0. Это один из вариантов расчетов, при
которых наблюдается удержание плазмы. В двухжидкостной модели
равновесия линии уровня функций Ψ, J , Pe, вообще говоря, не со-
впадают, как для уравнения Грэда–Шафранова. На рис. 1 видно, что
тороидальный ток имеет наибольшие значения на периферии плазмы,
а давление максимально в центральной области.

Для получения такого рода режимов параметры задачи должны
подбираться довольно тщательно. В частности большое значение име-
ет параметр hz. Меняя его можно “двигать” конфигурацию вдоль ра-
диального направления. Роль других параметров еще подлежит изуче-
нию.

На рис. 2 представлены два варианта расчетов, в которых удержа-
ния нет, и появляются более сложные картины геометрии полоидаль-
ного магнитного поля (появление нескольких магнитных осей).

Вычисления велись методом конечных элементов второго порядка,
на треугольной сетке.

Работа выполнена частично при финансовой поддержке РФФИ,
грант № 12-01-00071.
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