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щихся из его гиперболоидальной прецессии 

© Е.А. Сухов, Б.С. Бардин 

 Московский авиационный институт (МАИ), Москва, 125993, Россия 

Построены семейства периодических движений спутника, рождающихся из его 
гиперболоидальной прецессии, как одного из частных случаев движения динамиче-
ски симметричного спутника ― твердого тела относительно центра масс на 
круговой орбите. Параметрами семейства являются отклонение полной механи-
ческой энергии от ее значения на гиперболоидальной прецессии и отношение по-
лярного и экваториального моментов инерции спутника (инерционный параметр). 
При значениях энергии, близких к ее значению на гиперболоидальной прецессии, 
периодические движения получены методом Ляпунова в виде сходящихся рядов. 
При произвольных значениях энергии для построения периодических движений 
применен численный метод продолжения семейства решений по параметрам, 
предложенный А.Г. Сокольским и С.Р. Каримовым. Дано краткое описание мето-
дики исследования, изложены рекомендации по методике выбора приращений па-
раметров, приведены результаты построения семейства периодических движе-
ний, рождающихся из гиперболоидальной прецессии симметричного спутника. 

Ключевые слова: гамильтонова механика, численные методы, периодические 
движения, симметричный спутник, гиперболоидальная прецессия.  

Введение. Гиперболоидальная прецессия рассматривается как 
один из частных случаев движения динамически симметричного 
спутника ― твердого тела относительно центра масс на круговой ор-
бите. В данной работе построено однопараметрическое семейство 
периодических движений спутника, рождающихся из его гиперболо-
идальной прецессии. Параметром данного семейства является отклоне-
ние полной механической энергии от ее значения на гиперболоидальной 
прецессии. При малых значениях параметра периодические движения 
были получены методом Ляпунова в виде сходящихся рядов. При про-
извольных значениях энергии для построения периодических движений 
применялся численный метод продолжения семейства решений по па-
раметрам, предложенный А.Г. Сокольским и С.Р. Каримовым.  

Постановка задачи. Рассмотрим спутник — твердое тело, центр 
масс O которого движется в центральном ньютоновском гравитаци-
онном поле сил по круговой орбите. Для описания движения спутни-
ка относительно его центра масс введем орбитальную OXYZ и свя-
занную Oxyz системы координат. Оси OZ, OX и OY направлены по 
радиусу-вектору центра масс спутника, трансверсали к орбите и нор-
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мали к плоскости орбиты соответственно, а оси Ox, Oy, Oz  направ-
лены вдоль главных центральных осей инерции спутника, моменты 
инерции относительно которых обозначим A, B, C. Положение свя-
занной системы координат Oxyz относительно орбитальной системы 
координат OXYZ задается углами Эйлера ψ, θ, φ.  

Будем считать, что спутник является динамически симметрич-
ным (A = B). При таком предположении угол собственного враще- 
ния φ является циклической координатой, а соответствующий им-
пульс pφ сохраняет постоянное значение.  

Уравнения движения симметричного спутника можно записать в 
каноническом виде с гамильтонианом [1, 2]: 

2 2
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Здесь ,pψ  pn  ― безразмерные импульсы, соответствующие коорди-

натам ψ и θ; α, β — безразмерные параметры ( 0
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0
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проекция абсолютной угловой скорости спутника на его ось динами-
ческой симметрии Oz; 0ω  ― угловая скорость центра масс спутника). 
Независимой переменной является истинная аномалия 0 .tν = ω  

Уравнения движения имеют частное решение  
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отвечающее так называемой гиперболоидальной прецессии спутника, 
при которой ось динамической симметрии Oz спутника лежит в 
плоскости, перпендикулярной радиусу-вектору центра масс, и со-
ставляет угол 0π − ψ  с нормалью к плоскости орбиты [1, 2].  

Если гиперболоидальная прецессия устойчива в линейном при-
ближении, то уравнения движения допускают существование одно-
параметрического семейства периодических решений Ляпунова, 
рождающихся из гиперболоидальной прецессии. Эти периодические 
решения могут быть получены в виде сходящихся рядов по степеням 
малого параметра [3]. Если параметр семейства не является малым, 
то в общем случае получить аналитическое представление данных 
решений невозможно; в связи с этим представляет интерес задача 
численного построения решений. Цель данной работы — численно-
ана-литическое построение семейства периодических движений, 
рождающихся из гиперболоидальной прецессии. 



Численно-аналитическое построение семейства периодических движений… 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 5·2016                                               3 

Метод построения семейств периодических решений гамиль-
тоновой системы. В работе [4] предложен метод численного про-
должения по параметрам периодических решений автономных га-
мильтоновых систем. Идея метода принадлежит A. Deprit и J. Henrard 
[5]. Суть метода состоит во введении локальных координат — нор-
мального и тангенциального смещений в окрестности некоторого из-
вестного (опорного) периодического решения. Это позволяет свести 
краевую задачу нахождения периодического решения к задаче Коши. 
Изложим алгоритм построения периодических решений в соответ-
ствии с работой [4]. Пусть задана автономная обобщенно-
консервативная механическая система с 1J +  степенью свободы и 
гамильтонианом ( ),H z p , где ( )т,z x y= , ( )1 1

T
Jx x x += …  ― коорди-

наты, ( )т
1 1Jy y y += …  ― импульсы, ( )т

1 kp p p= …  ― вектор парамет-
ров.  Пусть для данной системы известно опорное — периодическое 
решение ( , )Z Z t P=  с константой энергии ( )H Z h=  и параметрами 
p P= , где t  ― независимая переменная. Будем искать новое *( )T p -

периодическое решение ( , ),z t p  являющееся аналитическим продолже-
нием (по параметрам) опорного решения, где p  ― новые значения па-
раметров, *( )H z h=  ― константа энергии для нового решения. Новое 
решение отвечает условиям периодичности и принадлежности к семей-
ству периодических решений, порождаемых опорным решением: 

( )*(0, ) ( ,)z p z T p p= ; 

*lim ( , ) ( , );   lim ) )( (
p P p P

z t p Z t P T p T P
→ →

= = . 

Введем обозначения [5]: ,  p P z Zπ = − ξ = − , где π  ― заданные 
приращения параметров, ξ  ― локальные координаты в окрестности 
опорного периодического решения. Определим в фазовом 
пространстве подвижную (сопровождающую) систему координат 

т
   vu u vw n m mn =   , где un  и vn  ― нормальные смещения, um  и vm  ― 

тангенциальное и энергетическое смещения. Переход к подвижной 
системе координат осуществляется с помощью преобразования 

Swξ = , где S  ― ортогональная симплектическая матрица, алгоритм 
построения которой приводится в работе [5]. Константу энергии h  
будем рассматривать как внутренний параметр. В подвижной системе 
координат канонические дифференциальные уравнения для нормальных 
смещений не зависят от тангенциальных и энергетических смещений. 

Поиск нового периодического решения осуществляется в два 
этапа: предиктор и корректор. На этапе предиктора в результате 
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численного интегрирования системы дифференциальных уравнений, 
описывающей изменение величин un ,  um , vn , vm , определяются 
значения нормальных, тангенциального и энергетического смещений, а 
также поправка к периоду τ, дающие при переходе к исходным 
координатам начальные условия нового решения, период которого 

*T T= + τ . Найденное решение ( , )z z t p=  будет периодическим лишь 
приближенно. Уточнение начальных условий и периода нового решения 
выполняются на этапе корректора. На данном этапе в результате 
численного интегрирования системы дифференциальных уравнений для 
величин un ,  ,um  vn , vm  становятся известны уточненные начальные 
условия и период решения ( , )z z t p= . При удачном выборе 
уточняемого решения каждое применение корректора позволяет найти 
поправки к начальным условиям и периоду, имеющие следующий 
порядок малости по сравнению с поправками предыдущего шага. 
Подробное описание этапов предиктора и корректора приведено в [4]. 

Для численного построения семейства периодических решений по 
данному методу необходимо знать опорное решение, не являющееся 
положением равновесия. Критерием остановки работы алгоритма 
служит нахождение так называемого критического решения, из 
которого семейство не может быть продолжено данным методом 
вследствие нарушения достаточных условий теоремы Пуанкаре о 
существовании периодического решения. Такая ситуация называется 
«смертью», или естественным завершением семейства [5, 6]. 

Методика и алгоритм выбора приращений параметров и 
константы энергии.  При разработке программной реализации при-
веденного метода возникла необходимость повысить скорость рабо-
ты алгоритма. Для увеличения быстродействия выбор приращений 
параметров и константы энергии проводится в зависимости от пара-
метров опорного решения и заданной  погрешности .ε  

Погрешность работы алгоритма определяется формулой 
( , ,  ) ( ) (0)∆ = ∆ π = −z z h p z T z ,                      (3) 

где т( , )p hπ = ∆ ∆  — приращения параметров и константы энергии. 
Разложив ∆z  в ряд Тейлора и отбросив члены выше первого порядка 
малости, получим 

0( , ,  ) ,π∆ π = ∆ + ∆ ∆ + ∑ ∆ ∆ + ∑ ∆ ∆π
i jh i p i j jz h p z z h z p z  

где ( ) ( ) ( );  ;  .π
∂ ∆ ∂ ∆ ∂ ∆∆ = ∆ = ∆ =

∂ ∂ ∂πi ih p
i i

z z zz z z
h p

 

При constπ =  данное разложение принимает вид  

 0) .( ,∆ = ∆ + ∆ ∆ + ∑ ∆ ∆
ih i p iz h p z z h z p                             (4) 
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Исходя из разложения (4) и учитывая порядок ε , погрешности 
0  z∆  предыдущего шага, значения приращений можно подобрать так, 

что будут выполнены следующие оценки: 
 ~  ;   ~  .∆ ∆ ε ∆ ∆ ε

ih p iz h z p                                      (5) 

В программной реализации условие constπ =  обеспечивается за 
счет объединения последовательных шагов в группы конечной длины, в 
пределах которых не применяется корректор, а приращения параметров 
остаются постоянными. В этой задаче длина группы составляет 4 шага. 
После выполнения последнего шага группы делается проверка на 
соответствие критерию точности ( , )  .z h p∆ < ε  Если данный критерий 
выполняется, то, учитывая оценки (5), вычисляют новые значения 
приращений по формулам 

 ;  ,
i

i
h p

h p
z z
ε ε∆ = ∆ =

∆ ∆
                                     (6) 

а затем осуществляют этап корректора, на котором уточняется 
решение, полученное на последнем шаге. Если же критерий не 
выполняется, то приращение варьируемого параметра делится 
пополам и выполнение последней группы шагов повторяются. Блок-
схема программной реализации описанной части алгоритма 
представлена на рис. 1.  

 

  
Рис. 1. Блок-схема алгоритма вычисления нового периодического решения: 

ε2 — задаваемая величина, определяющая точность работы корректора 
 
Численно-аналитическое построение семейств периодических 

движений симметричного спутника в случае его гиперболоидаль-
ной прецессии.  Построение семейств периодических решений прово-
дили в два этапа. На первом этапе по методу Ляпунова были найдены 
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опорные решения системы (1) в окрестности гиперболоидальной пре-
цессии (2) в виде сходящихся рядов по малому параметру. В общем 
случае существуют два семейства периодических решений данного ти-

па с периодами, близкими к 1
1

2T π=
ω

 и 2
2

2T π=
ω

, где 1ω  и 2ω — частоты 

малых линейных колебаний ( 1 2ω > ω ). В  предлагаемой работе в каче-
стве опорных выбираются так называемые короткопериодические ре-
шения с периодами, близкими к 1T , существование которых всегда га-
рантируется теоремой Ляпунова о голоморфном интеграле [7]. 

В качестве малого параметра выбрано отклонение полной меха-
нической энергии h∆  от ее значения на гиперболоидальной прецес-
сии. На втором этапе опорные решения были численно продолжены 
по параметрам с помощью приведенного алгоритма. В окрестности 
опорного ляпуновского решения при значениях константы энергии 

8 41 10 1 10h− −⋅ ≤ ≤ ⋅  приращения параметров выбирали исходя из соот-
ношения i hπ ≈ . При 41 10h −> ⋅  выбор приращений проводили в со-
ответствии с формулами (6). Погрешность (3) получаемых решений 
не превышала 51 1 .0−ε = ⋅  

Для спутников с геометрией масс пластинки ( 2,   0,3)α = β =  и 
близкой к стержню ( 0,1,   0,3)α = β =  в аналитическом виде найдены 
ляпуновские опорные решения и численно построены однопарамет-
рические семейства периодических решений. В качестве параметра 
использовали константу энергии h . На рис. 2 и 3 для принадлежащих 
полученным семействам решений приведены зависимости периода от 
константы энергии и характерные формы траекторий в проекции на 
плоскость ψ − n . 

 

  
Рис. 2. Зависимость периода T от константы энергии h (а) и характерные формы  
        траекторий в проекции на плоскость ψ – θ (б) для спутника-пластинки: 
1 — h = 0,02568207654, Т = 3,402713243; 2 — 0,2256820665, 3,537270619; 3 — 1,22568204,  
                                            4,69963124; 4 — 1,770678236, 12,1523945 
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Рис. 3. Зависимость периода T от константы энергии h (а) и характерные формы 
траекторий в проекции на плоскость ψ – θ (б) для спутника, близкого по геометрии  
                                                         масс к стержню 

 
Для короткопериодического ляпуновского решения со значения-

ми параметров 0,1,   0,3α = β =  построено двухпараметрическое се-
мейство периодических решений с параметрами α  и h  (рис. 4). 
 

  
Рис. 4. Зависимость константы энергии h от инерционного параметра α 

 
Заключение. В данной работе разработана программная реали-

зация метода работы [5]. Получены рекомендации по методике выбо-
ра приращений параметров и разработан алгоритм, реализующий 
данные рекомендации. Для определенных значений параметров осу-
ществлено численно-аналитическое построение семейства периоди-
ческих движений симметричного спутника, рождающихся из его ги-
перболоидальной прецессии. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта 
РНФ №14-21-00068 в Московском авиационном институте (Нацио-
нальном исследовательском университете). 
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Numerical analysis of periodic motions of a dynamically 
symmetric satellite originated from its hyperboloidal  

precession 

© E.A. Sukhov, B.S.Bardin 

 Moscow Aviation Institute (MAI), Moscow, 125993, Russia 

The article presents families of periodic satellite movements originated from its hyperbo-
loidal precession as a special case of a dynamically symmetric satellite — solid body 
motion about the center of mass in a circular orbit. The parameters of the family are total 
mechanical energy deviation from its value on the hyperboloidal precession and the ratio 
of the polar and equatorial moments of inertia of the satellite (inertial parameter).When 
energy values are close to the value in the hyperboloidal precession, periodic motions 
are obtained by Lyapunov technique as convergent series. For arbitrary values of energy 
for obtaining periodic motions numerical parameter continuation method for solution 
families proposed by A.G. Sokolskiy and S.R. Karimov was applied. The research tech-
niques are described briefly, recommendations on the selecting the parameter increments 
are set out, the results of constructing a family of periodic motions originated from satel-
lite hyperboloidal precession are presented. 

Keywords: hamiltonian mechanics, numerical methods, periodic motions, symmetric sat-
ellite, hyperboloidal precession.  
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