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Предложен метод расчета упругих характеристик (коэффициентов податливо-
сти) сплошного упругого основания, являющегося связующим звеном между внут-
ренней и внешней цилиндрическими оболочками, которые образуют составную 
оболочку. При расчете учитываются геометрия обеих оболочек и физико-
механические свойства материала упругого основания, представляя плоскую зада-
чу теории упругости в виде системы с конечным числом степеней свободы в попе-
речном направлении при сохранении бесконечного числа степеней свободы в про-
дольном направлении. Разработанная обобщенная модель упругого основания дает 
возможность построить ряд более простых расчетных схем упругого основания, 
таких как однослойная модель с одной характеристикой, с двумя характеристи-
ками; модель, в которой учитывается затухание напряжений по высоте упругого 
состояния; многослойная модель с различными упругими характеристиками по 
высоте упругого основания. 
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сплошное упругое основание, обобщенная модель, однослойная модель, метод пе-
ремещений, условие равновесия, коэффициент податливости.  

Введение. Составная цилиндрическая оболочка — конструкция, 
состоящая из внешней и внутренней оболочек, между которыми рас-
полагается упругий слой (сплошное упругое основание). Конструк-
тивная схема составной оболочки представлена на рис. 1. Внешняя 
оболочка подвергается воздействию поперечных нагрузок, упругое 
основание передает его воздействие на внутреннюю оболочку. Уро-
вень и динамика этого воздействия определяются как параметрами 
воздействия, так и характеристиками упругого основания. 

Как показано в работах [1–4], для определения поперечных 
нагрузок на внутреннюю оболочку со схемой крепления, работающей 
по принципу сплошного упругого основания, необходимо знать ко-
эффициент упругой податливости этого основания, определяемый 
геометрией внешней и внутренней оболочек, а также физико-
механическими свойствами материала упругого основания. 

Математическая модель работы упругого основания при воз-
действии поперечных нагрузок на составную оболочку. При ре-
шении задачи предполагается, что упругим основанием является 
упругий заполнитель толщиной Н, расположенный между двумя 
жесткими слоями. Правомерность такого предположения основана на 
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том, что в данном случае определяется деформативность самого 
упругого заполнителя. Предполагается, что материал заполнителя 
удовлетворяет основным соотношениям теории упругости, а упругие 
характеристики заполнителя при динамическом нагружении соответ-
ствуют характеристикам при статическом нагружении [5–7].  

 

 
Рис. 1. Конструктивная схема составной  
        оболочки с упругим основанием: 
1, 2 — внутренняя и внешняя оболочки; 3 —  
упругое основание; 4 — дискретная упругая  
                                  опора 

 
Выделим по образующей оболочки элементарную полоску ши-

риной ,δ  предполагая, что вследствие малости 1δ  кривизной полоски 
можно пренебречь. Поперечными сечениями выделим участок еди-
ничной длины 1.dx =  Рассмотрим равновесие выделенного элемента 
(рис. 2). Задача определения деформации выделенного элемента сво-
дится к плоской задаче теории упругости, так как любой из участков 
выделенной длины находится в одинаковых условиях и работает ана-
логично соседним участкам. 

 

 
Рис. 2. Схема сил и моментов, действующих на элемент упругого основания 
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Задача о плоском напряженном состоянии представляет собой 
двумерную задачу теории упругости. Для ее решения можно вос-
пользоваться как методом перемещений, так и методом напряжений 
[2–11]. В первом случае в качестве основных неизвестных принима-
ются перемещения произвольной точки выделенного элемента 

( , ),  ( , )u x y x yϑ  по координатам , .x y  Они определяются из условий 
равновесия упругой системы. Этот метод в строительной механике 
называется методом деформаций. Во втором случае за основные не-
известные принимаются напряжения ,  ,   x y xyσ σ τ  в произвольной 
точке выделенного элемента, которые определяются из условий не-
разрывности деформаций рассматриваемой системы. Этот метод ана-
логичен методу сил, применяемому в строительной механике стати-
чески неопределимых стержневых систем.  

Решение задачи будем искать методом перемещений. Примем 
для рассматриваемого элемента продольное перемещение точки 

( , )u x y  и поперечное — ( , ).x yϑ  Перемещения считаются положи-
тельными, если их направления совпадают с положительными 
направлениями координатных осей.  

В общем случае плоской задачи теории упругости напряжения 
связаны с деформациями следующими соотношениями: 

1 22 ( );
1x

Eσ = ε ( µε
− µ

 

2 12 ( );
1y

Eσ = ε ( µε
− µ

                                            (1) 

,
2(1 )xy yx

Eτ = τ = γ
( µ

 

где ,  x yσ σ  — нормальные напряжения по осям ,x y ; ,  xy yxτ τ  — ка-
сательные напряжения; ,  E µ  — модуль упругости и коэффициент 
Пуассона материала упругого заполнителя; 1 2,  ε ε  — линейные де-
формации по осям ,x y ; γ  — деформация сдвига. 

Деформации упругого заполнителя определяют через перемеще-
ния: 

1 2;   ;   .u u
x y y x

∂ ∂ϑ ∂ ∂ϑε = ε = γ = (
∂ ∂ ∂ ∂

 

Для определения напряженно-деформированного состояния 
(НДС) выделенного элемента представим искомые перемещения в 
виде конечных разложений: 

1
( , ) ( , ) ( ),

m

i i
i

u x y U x y y
=

= ϕ∑  1,  2,  ...,  ;i m=                        (2) 
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1
( , ) ( , ) ( ),

n

k i
k

x y V x y y
=

υ = ψ∑  1,  2,  ..., .k n=  

В формулах (2) функции ( )iU x  и ( )kV x  будем считать неизвест-
ными, функции ( )i yϕ , ( )i yψ определяются из физических соображе-
ний. Причем размерность функций ( )iU x  и ( )kV x  принимаем равной 
размерности исходных функций ( )u x  и ( )xυ , в то время как функции 

( )i yϕ  и ( )i yψ  являются безразмерными. По физическому смыслу 
функции ( )iU x  и ( )kV x  — обобщенные перемещения, так как каждая 
из m функций ( )iU x  для каждого сечения constx =  упругого тела 
обобщенно характеризует продольное перемещение ( , ).u x y  Анало-
гично и для функций ( ).kV x  Распределение продольных и попереч-
ных перемещений по сечениям constx =  характеризуется функциями 

( )i yϕ  и ( )i yψ , т. е. эти функции можно назвать функциями попереч-
ного распределения перемещений. 

Функции ( )i yϕ , ( ),i yψ  аппроксимирующие деформированное 
состояние упругого основания, могут быть выбраны из условия их 
линейной независимости и соответствия физическому содержанию 
задач. Представление исходных перемещений в виде разложений (2) 
при конечных числах m и n означает сведение упругого элемента к 
системе с конечным числом степеней свободы в поперечном направле-
нии при сохранении бесконечного числа степеней свободы в продоль-
ном направлении. Такие системы носят название дискретно-континуаль-
ных в отличие от расчетных моделей, описываемых дифференциальны-
ми уравнениями в частных производных, т. е. представляемыми как 
двумерные деформируемые тела, имеющие бесконечное число сте-
пеней свободы по обеим переменным. Использование разложения (2) 
позволяет свести исходную двумерную задачу к одномерной задаче 
отыскания функций ( )iU x  и  ( ).kV x  

Определение обобщенных перемещений. Для определения 
( )iU x  и ( )kV x  используем условия равновесия выделенного элемен-

та. Под условием равновесия понимаем равенство нулю суммарной 
работы всех внутренних и внешних сил на виртуальных перемещени-
ях. По отношению к выделенному элементу роль внешних сил игра-

ют напряжения ,xσ  ,x
x dx

x
∂σσ (
∂

,xyτ  ,xy
xy dx

x
∂τ

τ (
∂

 возникающие от 

взаимодействия элемента с отброшенными частями, а также заданная 
нагрузка, компоненты которой в направлении осей х и у соответ-
ственно равны ( , )p x y  и ( , )q x y .  
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В общем случае уравнение равновесия примет вид [12–14] 

0;x
xyUdF dF pudy

x
∂σ − τ γ ( =
∂∫ ∫ ∫                             (3) 

2 0,xy
ydF dF q dy

x
∂τ

− σ ξ ( =
∂∫ ∫ ∫υ υ  

где 1dF dy= δ  — дифференциал площади поперечного сечения выде-
ленного элемента.  

Напряжения в соответствии с формулами (1) при представлении 
перемещений (2) можно записать следующим образом: 

2
1 1

;
1

m n

x i i k k
i k

E U V
= =

 
σ = ϕ ( µ ψ′ 

− µ  
∑ ∑  

2
1 1

;
1

n m

y k k i i
k i

E V U
= =

 
σ = ψ ( µ ϕ′ ′ 

− µ  
∑ ∑                 (4) 

1 1
.

2(1 )

m n

xy yx i i k k
i k

E U V
= =

 
τ = τ = ϕ ( ψ′ ′ ′ ( µ  

∑ ∑  

Учитывая соотношения (4), из уравнения равновесия можно по-
лучить m + n обыкновенных дифференциальных уравнений относи-
тельно функций ( )iU x  и ( )kV x  вида  

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 0;
2 2

1 1 1 0.
2 2

m m n

ij i ij i ik ik k j
i i k

m n n

hi hi i hk k hk h
i k k

a U b U t C V p
E

t C U r V s V q
E

= = =

= = =

− µ − µ − µ − ( µ − ( =′′ ′  

− µ − µ − µ − µ − ( − ( =′ ′′  

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
    (5) 

В уравнениях (5) введены следующие коэффициенты: 

,ij ji i ja a dF= = ϕ ϕ∫  ,ij ji i jb b dF= = ϕ ϕ′ ′∫  ;ik i kC dF= ϕ ψ′∫  

,hi k iC dF= ψ ϕ′∫   ,ik i kt dF= ϕ ψ′∫  ;hk k kt dF= ψ ϕ′∫  

,hk kh h kr r dF= = ψ ψ∫  .hk kh h ks s dF= = ψ ψ′ ′∫  

Физический смысл этих коэффициентов может быть интерпретиро-
ван как своего рода обобщенные моменты инерции. Свободные чле-
ны jp , nq  в уравнениях (5) при заданных компонентах нагрузок
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( , ),p x y  ( , )q x y  определяются как обобщенные продольные и попе-
речные погонные (отнесенные к единице длины) силы: 

( , ) ;j ip p x y dy= ϕ∫  ( , ) .n nq q x y dy= ψ∫  

Величины jp  и nq  представляет собой работу заданных продольных 
и поперечных нагрузок соответственно перемещениям iϕ  и nψ . При 
рассмотрении работы упругого основания массовые силы, распреде-
ленные по высоте основания, можно не учитывать, предполагая, что 
упругое основание работает только под нагрузкой, приложенной к ее 
поверхности. В этом случае свободные члены уравнений (5) имеют 
вид 

( ) (0);j jp p x= ϕ  ( ) (0),n nq q x= ψ  

где ( ),p x  ( )q x  — сдвигающие и нормальные поверхностные силы; 
(0),jϕ  (0)nψ  — значение функций ( )j yϕ  и ( )n yψ  на поверхности 

упругого основания при у = 0.  
Таким образом, система обыкновенных дифференциальных урав-

нений (5) позволяет определить НДС упругого основания, принима-
емого за линейно-деформированную среду конечной толщины H, в 
условиях плоской деформации. При ограниченном числе членов в 
разложении (2) решение системы уравнений (5) можно рассматривать 
как известное приближение к точному решению теории упругости. 
Вместе с тем можно считать, что дифференциальные уравнения (5) 
характеризуют некоторую обобщенную модель упругого основания, 
построенную на базе общего вариационного метода. Действительно, 
выбирая для ограниченного числа функций iϕ  и kψ  различные вы-
ражения, будем получать ряд моделей упругого основания, прибли-
женных с точки зрения теории упругости, но достаточно точных с 
точки зрения практических задач. Увеличивая число членов в разло-
жении (2), можно повысить точность решения. Однако такое увели-
чение обусловливает повышение порядка системы уравнений (5), т. е. 
ведет к усложнению решения. Более рационально можно повысить 
точность решения путем выбора функций распределения поперечных 
перемещений iϕ  и kψ  в соответствии с конкретными представлени-
ями о возможном характере распределения перемещений по высоте 
упругого основания. 

В рассматриваемом случае задача может быть значительно 
упрощена в связи с тем, что основную роль в работе упругого осно-
ваний играют поперечные перемещения (по оси y). Поэтому про-
дольными перемещениями (по оси x) по сравнению с поперечными 
можно пренебречь. Кроме того, из условия задачи очевидно, что 
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можно пренебречь продольными усилиями в упругом основании по 
сравнению с поперечными усилиями.  

Тогда приближенно можно принять 

( , ) 0;u x y =  
1

( , ) ( ) ( );
n

k k
k

x y V x y
=

υ = ψ∑  ( , ) 0.p x y =  

С учетом последних соотношений деформации упругого основа-
ния можно записать в виде 

1 0;ξ =  2
1

( ) ( );
n

k k
k

V x y
=

ξ = ψ′∑  
1

( ) ( ).
n

k k
k

V x y
=

γ = ψ′∑                 (6) 

Тогда уравнение равновесия (3) примет следующий вид: 

2

1 1

1 1( ) ( ) 0,
2

n n

hk k hk k n
k k

r V x s V x q
E= =

− µ − µ− ( =′′∑ ∑ 1,  2,  ...,  ,h n=        (7) 

где ;hk n kr dF= ψ ψ∫  .hk n ks dF= ψ ψ′ ′∫  
Уравнение (7) описывает определенную модель упругого основа-

ния, в основу которой положена гипотеза о том, что продольные пе-
ремещение в упругом основании отсутствуют. Такая модель способ-
на распределять нагрузку, т. е. способна вследствие связности рабо-
тать и за пределами приложения нагрузки. Схематически она может 
быть представлена как система упругих элементарных столбиков 
(пружин), между которыми существуют внутренние связи, вовлека-
ющие в работу соседние пружины. Схема работы такого упругого 
основания представлена на рис. 3. Свойства модели (7) зависят от ха-
рактера функции ( )k yψ  и числа членов, принятых в разложении (2). 
Это означает, что модель (7), полученная как частный случай обоб-
щенный модели (5), в свою очередь позволяет путем введения до-
полнительных гипотез построить ряд более простых расчетных схем 
упругого основания.  

 

 
Рис. 3. Схема работы упругого основания 
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Однослойная и многослойные модели упругого оснований. В 
том случае, когда упругий заполнитель представляет собой деформи-
руемый слой небольшой мощности ( )H R<< , а поперечные переме-
щения по подошве этого слоя отсутствуют, можно принять 

1 1( , ) ( ) ( );x y V x yυ = ψ  1( ) .H yy
H
−ψ =                              (8) 

Таким образом, предполагается, что вертикальные перемещения по 
высоте упругого основания распределяются линейно, а функция 
представляет собой осадку поверхности заполнителя.  

В рассматриваемом случае вместо системы уравнений (7) будем 
иметь одно уравнение равновесия: 

2

11 1 11 1 1
1 1 0,

2
r V s V q

E
− µ − µ− ( =′′                             (9) 

 где 2 1
11 1

0

;
3

H Hr dF δ= ψ =∫  2 1
11 1

0

.
H

s dF
H
δ′= ψ =′∫  

Модель упругого основания, определяемая уравнением (9), назы-
вается моделью с двумя характеристиками, или однослойной моде-
лью. Напряжения в такой модели в соответствии с общим случаем (1) 
можно записать в виде 

( ) ( )

1 1 12 2

1 1 1

( );
1 (1 )

  ( ).
2 1 2 1

y

xy yx

E EV V x
H

E E H yV V x
H

σ = ψ = −′
− µ − µ

−τ = τ = ψ =′ ′
( µ ( µ

             (10) 

Из уравнений (10) следует, что нормальные напряжения в однослой-
ной модели постоянные по высоте слоя, а касательные — изменяют-
ся по линейному закону. Если толщина слоя H значительна (сопоста-
вима с R), выбор функции 1( )yψ  в виде (8) описывает НДС упругого 
основания достаточно приближенно, так как в этом случае уже нель-
зя считать нормальные напряжения постоянными по всей высоте 
слоя. Для получения решения задачи достаточной точности, не уве-
личивая число членов в разложении (2), функцию 1( )yψ  следует вы-
бирать так, чтобы она учитывала затухание напряжений по высоте 
упругого основания.  

Тогда  можно записать  1( )yψ  в виде [15, 16] 

1
( )( ) sh H yy

sh H
γ −ψ =

γ
,                                    (11) 
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где γ  — коэффициент, характеризующий затухание напряжений по 
высоте упругого основания. Работа упругого основания при этом бу-
дет описываться уравнением (9), коэффициенты 11r  и 11s  которого 
определяют с учетом выражения (11). В том случае, если продоль-
ными перемещениями в основании пренебречь нельзя, а упругое ос-
нование представляет собой достаточно тонкий слой, перемещения 
по подошве которого отсутствуют, можно принять 

1 1( , ) ( ) ( );u x y U x y= ϕ   1 1( , ) ( ) ( );x y V x yυ = ψ  

1 1( ) ( ) .H yy y
H
−ϕ = ψ =  

Система уравнений (5) в этом случае будет иметь вид 
2

11 1 11 1 11 11 1 1

2

11 11 1 11 11 1 1

1 1 1 0;
2 2

1 1 1 0.
2 2

a U b U t c V p
E

t c U r V s V q
E

− µ − µ − µ − ( µ − ( =′′ ′  

− µ − µ − µ − µ − − − ( =′ ′′  

             (12) 

Коэффициенты в уравнениях (12) определяются в соответствии с 
формулами (6). Если упругое основание представляет собой доста-
точно толстый слой, можно положить 

1 1
( )( ) ( ) sh H yy y

sh H
γ −ψ = ϕ =

γ
 

либо принять для каждой из этих функций другой закон изменения, 
отражающий физическое содержание задачи. 

Если упругое основание представляет собой упругий массив, со-
стоящий по высоте из нескольких слоев с различными упругими харак-
теристиками, функции ( )i yϕ  и ( )k yψ  можно определить из условий их 
непрерывности и граничных условий при 0y = , y H=  с сохранением 
общей схемы решения задачи. Такой подход позволяет учитывать 
неоднородность упругого основания по его высоте и решать задачу 
при многослойном упругом основании [1, 13, 17]. 

Таким образом, плоская обобщенная модель упругого основания, 
свойства которого описываются уравнениями (5), дает возможность 
путем соответствующего выбора функции ( )i yϕ  и ( )k yψ  получить 
множество различных схем упругого основания, с различной степе-
нью точности отражающих конкретную реальную задачу. Поскольку 
важнейшей особенностью расчета конструкции составной оболочки с 
упругим заполнителем является правильный выбор модели упругого 
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основания, применение вариационного метода предоставляет широ-
кие возможности.  

В частности, для практического использования можно рассматри-
вать одну из наиболее простых моделей упругого основания — модель с 
двумя упругими характеристиками, которая описывается уравнением 
(9). Учитывая, что внешняя нагрузка ( )q x  приложена только к поверх-
ности упругого основания, 1( )q x  определяем по формуле 

1 1( ) ( ) (0).q x q x= ψ                                     (13) 

Поскольку из физических соображений следует, что рассматри-
вается тонкий слой упругого основания ( )H R<< , то согласно фор-
мулам (8) и (13), имеем 1(0) 1ψ =  и, следовательно, 1( )q x  совпадает с 
поверхностной нагрузкой ( ).q x  

После некоторых преобразований уравнение (9) может быть све-
дено к виду 

1 12 0,tV kV q− ( =′′                                        (14) 

где 11
2 ;

1
Esk =
− µ

 11 ;
4(1 )

Ert =
( µ

 k , t  — коэффициенты упругой податли-

вости упругого основания (коэффициенты постели).  
При этом коэффициент k  определяет работу упругого основании 

на сжатие, коэффициент t  — на сдвиг. Коэффициент t  означает, что 
поперечные перемещения возникают в упругом основании не только 
под местом приложения нагрузки, но и за его пределами. Следует 
отметить, что в том случае, когда упругое основание работает только 
на сжатие без сдвига (усилиями сдвига пренебрегаем по сравнению с 
усилиями сжатия либо упругое основание выполнено таким образом, 
что обеспечивается выполнение такого условия), то оно может быть 
приведено к известной модели Винклера, характеризующейся лишь 
одним коэффициентом упругой податливости K.  

Действительно, положив в исходных уравнениях равновесия (3)
0xyτ =  и выполнив аналогичные преобразования, будем иметь вме-

сто (9) и (14) соотношение 
3

11 1
1 0s V q

E
− µ− ( =  

или 
1 0.kV q− ( =  

Последнее соотношение описывает известную гипотезу Винклера, 
определяющую соответствие между деформациями упругого основа-
ния и реакциями опор этого основания. 
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Выводы  
1. Предложенный метод моделирования работы упругого основа-

ния позволяет свести плоскую задачу теории упругости к системе с 
конечным числом степеней свободы в поперечном направлении при 
сохранении бесконечного числа степеней свободы в продольном 
направлении, т. е. к одномерной задаче определения обобщенных пе-
ремещений.  

2. Предложенная обобщенная модель упругого основания дает 
возможность путем введения дополнительных гипотез построить ряд 
более простых расчетных схем упругого основания, в том числе: 

• однослойной модели с одной характеристикой (модель 
Винклера); 

• однослойной модели с двумя характеристиками; 
• модели, учитывающей затухание напряжений по высоте упругого 

основания;  
• многослойной модели с различными упругими характеристиками 

по высоте упругого основания.  
3. Наличие многообразия моделей упругого основании обеспечи-

вает возможность выбора различных расчетных схем, позволяющих с 
необходимой степенью точности решать задачу деформирования 
сплошного упругого основания в составе оболочки. 
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Simulation of elastic foundation deformation  
in composite cylindrical shell 

© V.M. Dubrovin, T.A. Butina 

 Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The article considers the elastic properties calculation method (compliance coefficients) 
of continuous elastic foundation, which is the link between the inner and outer cylindrical 
shells forming the composite shell. The method takes into account the two shells geometry 
and the physical-mechanical properties of the elastic foundation material. The method 
described presents the plane problem of the elasticity theory as a system with the finite 
number of degrees of freedom in the transverse direction, while maintaining the infinite 
number of degrees of freedom in the longitudinal direction. 
    
Keywords: composite shell, inner shell, outer shell, continuous elastic foundation, gener-
alized model, single-layer model, displacement method, equilibrium condition, compli-
ance factor.  
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