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Получены соотношения для нахождения начальной степени заполнения сферической и 
торовой емкостей жидкой фазой и шугой с учетом изменения объема, занимаемого 
криопродуктом, вследствие плавления твердой фазы и теплового расширения жид-
кой фазы. Принято, что область шуги изотермична и имеет температуру плавле-
ния твердой фазы, граница раздела шуга — чистая жидкость плоская, свободная 
поверхность жидкости неподвижна и имеет температуру насыщения при заданном 
давлении. Температура в области чистой жидкости распределена по линейному за-
кону. Полученные приближенные соотношения позволяют провести оценку размеров 
требуемой «газовой подушки» при плавлении шугообразного криопродукта в емко-
сти без детального расчета температурных полей в области чистой жидкости. 
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В настоящее время пилотируемое исследование дальнего космоса 

представляет все больший интерес. При проведении предыдущих ра-
бот [1, 2], посвященных расчету времени плавления шугообразного 
криопродукта в емкостях различной формы, в том числе сферической 
и торовой, возник вопрос, который может быть актуальным при про-
ектировании топливных баков: каким должен быть начальный уро-
вень заполнения емкости шугообразным криопродуктом? 

В работах [3, 4] представлены результаты численного решения 
задачи о плавлении шугообразного криопродукта в цилиндрической 
емкости. Использованию предварительного охлаждения жидкостей 
для уменьшения их потерь при хранении посвящена работа [5]. Ме-
тодика расчета положения подвижной границы с учетом плавления 
твердой фазы представлена в работах [6–10]. 

В данной статье получены приближенные формулы для опреде-
ления размеров требуемой «газовой подушки» при плавлении шуго-
образного криопродукта в сферической и торовой емкостях. 

Рассмотрим сначала изменение объема, частично занимаемого 
криопродуктом, только вследствие плавления твердой фазы для сфе-
рического бака радиусом R (рис. 1). При этом шуга, занимающая 
объем ш ,V  рассматривается как квазижидкая среда. Оставшийся объ-
ем 0V  — это объем «газовой подушки». Граница раздела шуга — об-
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ласть пара характеризуется начальной 0ξ  и текущей ξ  координата-
ми, а также площадью S  поверхности раздела между шугой и обла-
стью пара. 

 

Рис. 1. Сферический бак, частично заполненный 
шугообразным криопродуктом 

 
В соответствии с рис. 1 запишем следующие геометрические со-

отношения: 

( )2 ;= π − ξ ξS R       ( )2 .= π − ξ ξ ξd V R d  

Тогда выражения для первоначального объема «газовой подушки» 
и шуги имеют вид 

( ) ( )
0

2 20
0 0 0 0

0

2 3 ;
3 3

ξ
ξ π = π − ξ ξ ξ = πξ − = ξ − ξ  ∫V R d R R  

( ) ( )
0

2
3 2 3

ш 0 02 4 3 ,
3ξ

π
= π − ξ ξ ξ = − ξ + ξ∫

R

V R d R R  

или 

ш 0,= −V V V                                            (1) 

где V — полный объем бака. 
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В предположении, что вся шуга расплавится, справедливо соот-
ношение 

ш ш ш ж ж ,m V m V= ρ = = ρ                                       (2) 

где mш, ρш — масса и плотность шуги; mж, ρж — масса и плотность 
жидкости. 

Подставив в соотношение (2) выражение (1), получим 

( )ш ж
0

ш
.

ρ −ρ
=

ρ
V

V                                          (3) 

В то же время 

ш ш ш ш.ж ш.т ж ш.ж т ш.т= ρ = + = ρ +ρ =m V m m V V  

( )ж ш т ш1 ,= ρ −ϕ +ρ ϕV V                                    (4) 

где ш.ж ,m  ш.жV  — масса и объем жидкой фазы шуги; ш.т ,m  ш.тV  — 
масса и объем твердой фазы шуги; ϕ  — концентрация твердой фазы 
в шуге. 

Из соотношения (4) следует 

( )ш ж т1 .ρ = ρ −ϕ +ρ ϕ                                    (5) 

Тогда формула (3) с учетом (5) примет вид 

( )( )
( ) ( )

ж т ж т ж
0

ж т ж т

1 ( ) .
1 1

ρ −ϕ +ρ ϕ −ρ ϕ ρ −ρ
= =

ρ −ϕ +ρ ϕ ρ −ϕ +ρ ϕ

V VV  

Преобразуем полученное выражение: 

( ) ( )
2 3 т ж
0 0

ж т

( )43 .
3 3 1

ϕ ρ −ρπ
ξ − ξ = π

ρ −ϕ +ρ ϕ
R R  

Приведем его к безразмерному виду 
3 2
0 0 п3 0,ξ − ξ + =K  

где 0
0 ;

ξ
ξ =

R
 

( )
т ж

п
ж т

( )4 .
1

ϕ ρ −ρ
=

ρ −ϕ +ρ ϕ
K  

Пусть для водорода 3 3
ж т71,1кг/м ; 86,7 кг/м ; 0,7;ρ = ρ = ϕ =  

( ) 3
ш ж т1 71,1 0,3 86,7 0,7 82,02 кг/м .ρ = ρ −ϕ +ρ ϕ = ⋅ + ⋅ =  Тогда  

( )2
п 0 00,533 3 ;= = ξ − ξK    0 0,458.ξ =  
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Требуемый объем «газовой подушки» при этом составит 

( )
0 т ж п

0
ж т

( ) 0,133,
1 4

ϕ ρ −ρ
= = = =

ρ −ϕ +ρ ϕ
V KV
V

 

т. е. под область пара необходимо предусмотреть 13,3 %  объема топ-
ливного бака. 

Рассмотрим теперь случай, когда сферический бак радиусом R 
частично заполнен только жидкой фазой (рис. 2), и определим изме-
нение объема в результате теплового расширения жидкости. 

 

Рис. 2. Сферический бак, заполненный жидкой фазой 
 
Введем коэффициент теплового расширения: 

0

ж ж ж

1 1 1 ,∆
β = ≈ =

∆ ∆
VdV V

V dT V T V T
 

из которого следует 

( )ж 0 0.β ∆ = β − ∆ =V T V V T V  

Выразим из полученного соотношения 0V  — объем «газовой по-
душки»: 

0 .
1
β∆

=
+β∆

TV V
T
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Аналогично предыдущему случаю получим 

( )2 3
0 0

43 ,
3 3 1
π β∆
ξ − ξ = π

+β∆
TR R

T
 

или в безразмерном виде 
3 2
0 0 т3 0,ξ − ξ + =K                                       (6) 

где т
4 .

1
β∆

=
+β∆

TK
T

 

Аналогично предыдущему случаю решим уравнение (6) с учетом 
указанных ранее данных для водорода, приняв 

пл нас 20,38 13,950,0126; 3,215 K,
2 2
− −

β = ∆ = = =
Т ТТ  

где плТ  — температура плавления твердой фазы; насТ  — температура 
насыщенных паров (температура раздела жидкость — пар). 

Получим 

т 0,156 ;≅K   0 0,237.ξ =  

Требуемый объем «газовой подушки» при этом составит 

0 т
0 0,039.

1 4
β∆

= = = =
+β∆

V KTV
V T

 

Таким образом, для теплового расширения жидкости необходимо 
предусмотреть 3,9 %  объема топливного бака. 

Теперь рассмотрим бак (рис. 3), в котором имеются шуга, перво-
начально занимающая объем ш ,V  область с жидкой фазой объемом 

п ,∆V  образуемой в результате плавления твердой фазы, а также объ-
ем т ,∆V  который необходимо предусмотреть для теплового расши-
рения жидкости. При этом учтем изменение объема, занимаемого 
криопродуктом, вследствие плавления твердой фазы и теплового 
расширения жидкости. 

Выражения для объема жидкости и «газовой подушки» имеют 
следующий вид: 

ж ш п т ;= + ∆ = − ∆V V V V V  

0 п т .= ∆ + ∆V V V  
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Рис. 3. Сферический бак, заполненный шугообразным 
криопродуктом и имеющий область с жидкой фазой 

 
Коэффициент теплового расширения вычисляется по формуле 

т

ж

1 ,∆
β ≈

∆
V

V T
 

откуда 

( )т ж т ,∆ = β ∆ = − ∆ β∆V V T V V T  

или 

т .
1
β∆

∆ =
+β∆

TV V
T

                                         (7) 

После расплавления всей шуги верно следующее соотношение: 

ш ж ш 0 ж т( ) ( ),= →ρ − = ρ − ∆m m V V V V  

или 

ш 0 ж т ш ж( ).ρ −ρ ∆ = ρ −ρV V V                              (8) 

Подставим в формулу (8) полученные ранее выражения для ,V  

0 ,V  а также т∆V  из выражения (7): 

( )2 3 ж
ш 0 0 ш

43 .
3 3 1

 ρπ
ρ ξ − ξ = π ρ − +β∆ 

R R
T
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В безразмерном виде имеем 
3 2
0 03 0,ξ − ξ + =K  

где ж

ш

14 1 .
1

 ρ
= − ρ +β∆ 

K
T

 

С учетом данных для водорода получим 

0,668;=K    0 0,518.ξ =  

Требуемый объем «газовой подушки» при этом составит 

0 ж
0

ш

11 0,167.
1 4

ρ
= = − = =

ρ +β∆
V KV
V T

 

Таким образом, при проектировании топливных баков с шуго- 
образным криопродуктом необходимо предусмотреть 16,7 %  бака 
для «газовой подушки».  

Следует отметить, что полученное значение относительного объ-
ема «газовой подушки» 0 0,167=V  справедливо для емкости любой 

формы. В то же время линейный размер 0ξ  для емкостей разной 
формы будет различным. 

Проведем аналогичные расчеты для торовой емкости, геометри-
ческие параметры которой заданы радиусами r и R. Рассмотрим сна-
чала изменение объема, занимаемого криопродуктом, только в ре-
зультате плавления твердой фазы (рис. 4). 

 
Рис. 4. Торовый бак, заполненный шугообразным криопродуктом 

 
В соответствии с рис. 4 запишем следующие геометрические со-

отношения: 

4 sin ;= π βS R r  
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2 24 sin sin 4 sin .= ξ = π β β β = π β βd V Sd R r r d R r d  

Тогда выражения для первоначального объема «газовой подуш-
ки» и шуги принимают вид 

( )

0

0

2 2 2 0
0 0

0

2 2 2
ш 0 0

sin 2
4 sin 2 ;

2

4 sin 2 2 sin 2 .

β

π

β

β = π β β= π β −  

= π β β= π π − β − β

∫

∫

V R r d R r

V R r d R r

              (9) 

Проведя рассуждения, аналогичные рассуждениям для случая 
сферической емкости, получим 

( )
т ж

0
ж т

( ) .
1
ϕ ρ −ρ

=
ρ −ϕ +ρ ϕ

VV  

Преобразуем последнее выражение к виду 

( )
2 2 20 т ж

0
ж т

sin 2 ( )2 2
2 1
β ϕ ρ −ρ π β − = π   ρ −ϕ +ρ ϕ

R r R r  

или 

0
0 п

sin 2
0,

2
β

β − − =K  

где 
( )

т ж
п

ж т

( ) ;
1

ϕ ρ −ρ
= π

ρ −ϕ +ρ ϕ
K  ( )0 0arccos 1 ;β = − ξ  0

0 .
ξ

ξ =
R

 

С учетом приведенных ранее данных для водорода получим 

п 0,418;=K    0 51,8 ;β = °     0 0,382.ξ =  

Рассмотрим теперь случай, когда торовый бак заполнен только 
жидкой фазой (рис. 5), и определим изменение объема в результате 
теплового расширения жидкости. 

Аналогично случаю сферической емкости получим объем «газо-
вой подушки»: 

0 .
1
β∆

=
+β∆

TV V
T

 

Приведем полученное выражение к виду 

2 2 20
0

sin 2
2 2 ,

2 1
β β∆ π β − = π   + β∆

TR r R r
T
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или 
0

0 т
sin 2

0,
2
β

β − − =K  

где т .
1
β∆

= π
+β∆

TK
T

 

 
Рис. 5. Торовый бак, заполненный жидкой фазой 

 
С учетом указанных ранее данных для водорода получим 

т 0,122;=K    0 33,3 ;β = °      0 0,164.ξ =  
Теперь рассмотрим бак (рис. 6), в котором имеются шуга, перво-

начально занимающая объем ш ,V  область с жидкой фазой объемом 

п ,∆V  образуемой за счет плавления твердой фазы, и объем т ,∆V  ко-
торый необходимо предусмотреть для теплового расширения жидко-
сти. При этом учтем изменение объема, занимаемого криопродуктом, 
вследствие плавления твердой фазы и вследствие теплового расши-
рения жидкости. 

 
Рис. 6. Торовый бак, заполненный шугообразным криопродуктом и имеющий 

область с жидкой фазой 
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Используя соотношения (7)–(9), получим  

2 0
ш 0 ж ш ж

sin 2
2 ( ),

2 1
β β∆ π ρ β − − ρ = ρ −ρ   + β∆

TR r V V
T

 

или 

2 2 20 ж
ш 0 ш

sin 2
2 2 .

2 1
 β ρ π ρ β − = π ρ −     + β∆ 

R r R r
T

 

Приведем полученное выражение к виду 

0
0

sin 2
0,

2
β

β − − =K  

где ж

ш

11 .
1

 ρ
= π − ρ +β∆ 

K
T

 

С учетом данных для водорода получим 

0,524;=K    0 56,4 ;β = °    0 0,447.ξ =  

Требуемый объем «газовой подушки» при этом составит 

0 ж
0

ш

11 0,167.
1

ρ
= = − = =

ρ +β∆ π
V KV
V T

 

Таким образом, при проектировании топливных баков торовой 
формы с шугообразным криопродуктом необходимо предусмотреть 
16,7 %  бака для «газовой подушки». 

В ходе данной работы были получены соотношения, позволяю-
щие оценить начальную степень заполнения жидкой фазой и шугой 
не только сферического и торового баков, но и бака любой формы, 
при этом учитывалось изменение объема, занимаемого криопродук-
том, в результате плавления твердой фазы и теплового расширения 
жидкой фазы. Полученные приближенные соотношения позволяют 
провести оценку размеров требуемой «газовой подушки» при плав-
лении шугообразного криопродукта в емкости без детального расчета 
температурных полей в области чистой жидкости. Данные результа-
ты можно использовать при проектировании топливных баков систем 
долговременного хранения криогенных компонентов топлива. 
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Determining the initial level 
of the reservoir fill with slush cryogen  

© A.V. Tarasova, G.N. Tovarnykh  

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
The article considers obtained relations for finding the initial degree of filling spherical 
and toroid reservoirs with the liquid phase and slush taking into account changes in the 
volume occupied by cryogen due to melting the solid phase and the thermal expansion of 
the liquid phase. It is assumed that the area of slush is isothermal and has a melting tem-
perature of the solid phase; the sludge — pure liquid interface is flat; free liquid surface 
is still and has a saturation temperature at a given pressure. In the pure liquid the tem-
perature is distributed linearly. These approximate relationships allow assessing the size 
of the required “gas cushion” when melting slush cryogen in a reservoir without detailed 
calculation of temperature fields in the area of pure liquid. 
 
Keywords: cryogenic liquid, cryogen, liquid, slush, "gas cushion", melting, reservoir, 
tank 
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