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Предложена двумерная модель жидкой среды для описания колебательного движе-
ния жидкости в упругой осесимметричной тонкостенной оболочечной конструкции. 
Двумерная модель жидкости положена в основу приближенной аналитической ме-
тодики расчета собственных частот неосесимметричных колебаний гидрооболо-
чечных систем. Алгоритм методики состоит из нескольких простейших вычисли-
тельных операций, базирующихся на элементарной формуле пересчета собственных 
частот, переходе от собственных частот оболочки без жидкости к собственным 
частотам оболочки, заполненной жидкостью. Результаты расчета, полученные 
с использованием предлагаемой двумерной модели жидкости, сопоставлены с ре-
зультатами точного аналитического решения гидроупругой задачи для цилиндриче-
ской оболочки, заполненной трехмерной жидкостью, с результатами расчета со-
ставной оболочечной конструкции, полученными с применением двух конечно-
элементных комплексов (SolidWorks Simulation, Pro/ENGINEER Mechanica), а также 
с результатами частотных испытаний физической (экспериментальной) модели — 
составной оболочки из двух элементов.  
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Введение. Расчет динамических характеристик оболочек, запол-

ненных жидкостью, — одно из актуальных направлений развития ди-
намики гидрооболочечных систем [1–10]. Решение задач динамики 
гидрооболочечных систем выполняется, как правило, с использовани-
ем программных комплексов, основанных на методе конечных эле-
ментов (МКЭ), — SolidWorks Simulation, Pro/ENGINEER Mechanica, 
MSC Nastran, ANSYS.  

SolidWorks — система автоматизированного проектирования, ин-
женерного анализа и подготовки производства изделий машинострои-
тельного профиля. В SolidWorks содержится CAE-модуль (Computer-
aided engineering) — SolidWorks Simulation, который, в частности, по- 
зволяет провести расчет собственных частот и форм колебаний разно-
образных конструкций. 

Pro/ENGINEER — основной инструмент в системе разработки 
изделий корпорации PTC (Parametric Technology Corporation). Мо-
дуль Pro/ENGINEER Mechanica позволяет проанализировать кон-
струкции, находящиеся под воздействием статических и динамичес- 
ких нагрузок. Он снабжен специализированными средствами автома-
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тической генерации конечно-элементных сеток для проведения рас-
четов в системах типа MSC Nastran. 

MSC Nastran — инструмент инженерного анализа изделий с по-
мощью МКЭ, главный продукт компании MSC.Software. Вместе с 
дополнительными решателями он предназначен для моделирования 
статических и динамических линейных и нелинейных задач инже-
нерного анализа различных систем, в первую очередь — тонкостен-
ных (типа конструкций летательных аппаратов). 

ANSYS — универсальная программная система конечно-элемент- 
ного анализа, предназначенная для решения МКЭ линейных и нели-
нейных, стационарных и нестационарных пространственных задач ме-
ханики деформируемого твердого тела и механики конструкций 
(включая геометрически и физически нелинейные задачи контактного 
взаимодействия элементов конструкций), задач механики жидкости 
и газа, теплопередачи и теплообмена, электродинамики, акустики.  

Указанные комплексы перекрывают потребности большинства 
проектных организаций при решении разнообразных задач динамики 
конструкций. Однако в некоторых случаях, например, при подготовке 
частотных испытаний гидрооболочечных систем (типа баковых кон-
струкций с жидкостью), возникает необходимость оперативно опреде-
лить низшие собственные частоты заполненных жидкостью объектов 
по результатам расчета (или эксперимента) «сухой» незаполненной 
жидкостью конструкции. В таких случаях применение столь мощных 
и универсальных средств, как конечно-элементные комплексы, не яв-
ляется оптимальным, в первую очередь — по временнûм затратам.  

В настоящей работе предложена упрощенная двумерная модель 
для описания динамики жидкости, заполняющей тонкостенную обо-
лочечную конструкцию. Двумерная модель жидкости позволяет по-
строить довольно простую методику определения неосесимметрич-
ных собственных частот колебаний гидрооболочечной системы 
посредством нескольких вычислительных операций, основанных на 
элементарной формуле пересчета собственных частот, и перейти от 
собственных частот оболочки без жидкости к собственным частотам 
оболочки, заполненной жидкостью. Собственные частоты определя-
ют оперативно, без использования программируемых компьютерных 
вычислительных средств. 

Результаты расчета, полученные с использованием предлагаемой 
двумерной модели жидкости, сопоставляют со следующими дан- 
ными: 

 точным аналитическим решением, основанным на трехмерной 
модели жидкости; 

 результатами, полученными с использованием двух из четырех 
конечно-элементных комплексов, отмеченных ранее (SolidWorks 
Simulation, Pro/ENGINEER Mechanica); 
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 результатами частотных испытаний физической (материаль-
ной) модели.  

Далее будем использовать сокращенные названия SolidWorks 
Simulation (SW) и Pro/ENGINEER Mechanica (PE). Исчерпывающую 
информацию об SW и PE можно найти на официальных сайтах раз-
работчиков программных комплексов (http://www.solidworks.com/sw/ 
products/simulation/simulation-premium.htm и http://www.ptc.ru.com/ 
cad/pro-engineer/creo-product-mapping). 

Численное и точное аналитическое решения спектральной 
задачи для цилиндрической свободно опертой оболочки, запол-
ненной трехмерной жидкостью. Цилиндрическая свободно опертая 
оболочка, заполненная жидкостью, — первый объект, выбранный для 
оценки применимости двумерной модели жидкости. 

Система имеет точное аналитическое решение спектральной за-
дачи. Результаты расчета собственных частот с применением трех-
мерной модели будут использованы при оценке погрешности предла-
гаемой двумерной модели жидкости.  

Приведем математическую формулировку линейной спектраль-
ной задачи гидроупругости для тонкой изотропной свободно опертой 
цилиндрической оболочки (рис. 1), заполненной идеальной несжима-
емой невесомой жидкостью с трехмерным потенциальным течением. 

 

Рис. 1. Цилиндрическая свободно опертая оболочка, заполненная жидкостью 
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Граничные условия для жидкости на обоих торцах цилиндриче-
ского объема — условия свободной поверхности (равенство нулю 
давления), на смоченной поверхности — условие совместного нераз-
рывного движения. 

Уравнения цилиндрической тонкостенной оболочки в перемеще-
ниях (техническая теория оболочек В.З. Власова [11–13]) запишем 
в безразмерной системе координат O  (см. рис. 1): 
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Здесь , ,u v w  — компоненты перемещений срединной поверхности 
оболочки;   — коэффициент Пуассона; R  — радиус срединной по-
верхности оболочки;   — плотность материала оболочки; E  — мо-

дуль упругости;  h  — толщина оболочки; 0 ( ,1, , )p t   — гидродина-

мическое давление; 0    — плотность жидкости;   — потенциал 

смещений жидкости. 
В качестве обезразмеривающего параметра систем координат O  

и O  использован радиус срединной поверхности оболочки .R  
Граничные условия свободного опирания торцов оболочки: 
при 0   

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0;w t v t N t M t             

при 0    

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0,w t v t N t M t             

где ,N   M  — силовые факторы. 
Потенциальное движение трехмерной идеальной несжимаемой 

невесомой жидкости в цилиндрической безразмерной системе коор-
динат O  описывается уравнением Лапласа (время t считается па-
раметром): 
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Потенциал смещений жидкости  , , ,    t  должен удовлетво-

рять не только уравнению (2), но и граничным условиям безотрывно-
го движения жидкости и оболочки на смоченной стенке в направле-
нии нормали (или радиальной координаты )  
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                               (3) 

а также граничным условиям на торцах цилиндрического объема 
жидкости (условиям свободной поверхности) 

0 0 0(0, , , ) ( , , , ) 0,p t p t        

или, через потенциал смещений, 

0(0, , , ) ( , , , ) 0.t t          

Динамическое давление в объеме, занятом жидкостью, выражает-
ся через линеаризованный интеграл Коши — Лагранжа: 
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Для «сухой» оболочки решение задачи известно [13]. Сформулиро-
ванная гидроупругая задача имеет точное аналитическое решение [9]. 

Потенциал ( , , , )t     при отсутствии диссипации энергии с уче-
том осевой симметрии системы можно представить следующим обра-
зом: 

, , ,
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где , n mp  — собственная циклическая (круговая) частота; ,n m  — на- 

чальная фаза. 
Окружная и меридиональная собственные формы колебаний 

определяются параметрами m  (номер меридионального тона) и n  
(число волн по окружной координате). 

Тогда уравнение (2) можно переписать в виде 
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Решив гидродинамическую задачу методом разделения перемен-
ных Фурье, получим потенциал смещений колеблющейся жидкости 
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и нагрузку от жидкости 0z  в правой части третьего уравнения систе-
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где ,n mb  — коэффициенты ряда; 
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мерная собственная частота; ( , )() '
n m n mI I   — модифицированные 

функции Бесселя первого рода n-го порядка и производные от этих 
функций; 0/ .   m m  

В рассматриваемом случае свободно опертой оболочки с услови-
ями свободной поверхности по основаниям цилиндрического объема 
функции компонент перемещений оболочки ( , , ),u t   ( , , ),v t   

( , , )w t   априори известны: 
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Подставив выражения для компонент перемещений оболочки (6) 
и потенциала смещений (5) в систему уравнений (1), получим систе-
му линейных алгебраических уравнений (для каждой пары парамет-
ров n и m) 
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Решение системы сводится к определению корней бикубического 
уравнения для собственной безразмерной частоты 
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Приведем результаты сравнения собственных частот колебаний, 
определенных с использованием представленного точного аналити-
ческого решения, и собственных частот, полученных (для проверки) 
численно [9]. В качестве объекта выберем систему с параметрами 

0 2,5;   / 0,02;h R  0,3;   0 / 0,364.    
Таблица 1  

Безразмерные собственные частоты колебаний (a)
,ωn m  (числитель) 

и (ч)
,ωn m  (знаменатель) 

m  
n  

1 2 3 4 5 6 

1 
0,1520

0,1513
 

0, 08901

0, 08902
 

0, 05932

0, 05932
 

0, 05691

0, 05691
 

0, 07635

0, 07636
 

0,1102

0,1104
 

2 
0, 2738

0, 2741
 

0, 2170

0, 2172
 

0,1650

0,1651
 

0,1335

0,1336
 

0,1266

0,1267
 

0,1440

0,1441
 

3 
0, 3552

0, 3561
 

0, 3140

0, 3141
 

0, 2661

0, 2665
 

0, 2271

0, 2274
 

0, 2060

0, 2063
 

0, 2075

0, 2077
 



В.А. Грибков, Р.А. Адаменко 

8                                               Инженерный журнал: наука и инновации   # 3·2017 

Для сопоставления в табл. 1 приведены безразмерные частоты 
колебаний оболочки с трехмерной жидкостью для ряда значений па-
раметров n  и .m  Для каждого тона указаны точные значения частот 

( )
, ,an m  определенные с использованием описанной аналитической ме-

тодики по уравнению (7), и приближенные результаты численного 

решения (ч)
,n m  по [9]. 

Как видно по данным табл. 1, результаты численного и аналити-
ческого решений очень близки, что подтверждает их достоверность. 

Модель жидкости с двумя компонентами движения (двумер-
ная модель) для расчета собственных частот колебаний гидро-
оболочечных систем. При проектировочных расчетах собственных 
частот колебаний гидрооболочечных систем можно использовать 
упрощенную модель жидкости, учитывающую две компоненты дви-
жения (двумерная модель). При рассмотрении двумерной модели 
жидкости сохраним все введенные ранее допущения, кроме трехмер-
ности течения жидкости (т. е. в данном случае считаем жидкость 
идеальной несжимаемой невесомой с потенциальным, но двумерным, 
течением). Будем полагать, что двумерное движение жидкости про-
исходит только в слоях, перпендикулярных продольной оси цилин-
дра, и движение указанных слоев независимое. Тогда вместо трех-
мерного уравнения (2) получим двумерное уравнение для потенциала 
смещений ( , , ):   t  

2 2

2 2 2

1 1
0.

    
  
   

                             (8) 

С учетом осесимметричности гидрооболочечной системы и гар-
монического характера колебаний идеальной (без диссипации) си-
стемы для основного тона колебаний имеем 
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После исключения окружной координаты   и времени t  из урав-
нения (8) получим вместо (4) 
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Это уравнение Эйлера [14]. Оно отличается от уравнения Лапласа (4) 
отсутствием первого слагаемого. Решение уравнения Эйлера [14]: 

, 1 2( ) ,
n n

n m c c
       

где 1c  и 2c  — постоянные, подлежащие определению. 
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Поскольку в рассматриваемой системе 0,   от модулей в выра-

жении для , ( )n m   можно отказаться. Постоянная 2 0,c  так как при 

0   второе слагаемое 2 . nc  

Из условия (3) совместного безотрывного движения жидкости и 

стенки в направлении нормали к стенке получим ,
,

1

,






n m

n m

d
w

d
 

следовательно, 1 , / . n mc w n  Тогда  

, ,
1

( ) n
n m n mw

n
     

для любого слоя (любой координаты ).  В этом случае правая часть 

третьего уравнения (1) принимает вид 2
,m пр , ,n n mk w  где 0

пр
1 




R
k

n h
 — 

коэффициент присоединенной массы жидкости. Тогда с использова-
нием принятых обозначений получим следующую формулу для пере-
счета собственной частоты оболочки с жидкостью через частоту «су-
хой» оболочки и коэффициент присоединенной массы жидкости пр:k  

сух
,

,
пр

,
1

n m
n m

k


 


 или 

сух
,

,
пр

,
1



n m

n m

f
f

k
                     (9) 

где ,n mf  — размерная собственная частота колебаний оболочки, Гц. 

Для цилиндрической оболочки с параметрами, указанными ранее, 

безразмерные собственные частоты (а)
, ,n m  полученные с использова-

нием трехмерной модели жидкости по аналитической методике из 

уравнения (7), и (дв)
, ,n m  рассчитанные с использованием двумерной 

модели по формуле (9), представлены в табл. 2. 
Из сравнения приведенных результатов следует вывод о возмож-

ности использования предложенной упрощенной двумерной модели 
при определении собственных частот неосесимметричных колебаний 
заполненной конструкции. Согласование собственных частот (дву-
мерная и трехмерная модели) тем лучше, чем сложнее собственная 
форма колебаний по окружной координате (чем больше значение па-
раметра ).n  Для простейших окружных форм, таких как антисиммет-
ричные (n  = 1), двумерная модель жидкости не подходит, так как не 
описывает важнейшую для данной формы колебаний составляющую 
движения по продольной оси оболочки. Лучшее приближение полу-
чается при расчете основного (низшего) тона колебаний по .m  
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Таблица 2 

Безразмерные собственные частоты (а)
,ωn m  (числитель) 

и (дв)
,ωn m  (знаменатель) 

m 
n  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 
0,1520

0,1048
 

0, 0890

0, 0760
 

0, 0593

0, 0550
 

0, 0569

0, 0545
 

0, 0764

0, 0744
 

0,1102

0,1083
 

0,1550

0,1531
 

0, 2099

0, 2079
 

0, 2747

0, 2727
 

0, 3495

0, 3476
 

2 
0, 2738

0,1788
 

0, 2170

0,1736
 

0,1650

0,1447
 

0,1335

0,1230
 

0,1266

0,1199
 

0,1440

0,1387
 

0,1807

0,1759
 

0, 2320

0, 2273
 

0, 2953

0, 2907
 

0, 3697

0, 3651
 

3 
0, 3552

0, 2017
 

0, 3140

0, 2310
 

0, 2661

0, 2193
 

0, 2271

0,1996
 

0, 2060

0,1883
 

0, 2075

0,1944
 

0, 2316

0, 2206
 

0, 2749

0, 2650
 

0, 3339

0, 3244
 

0, 4060

0, 3968
 

 
Двумерная модель жидкости для расчета собственных частот 

колебаний составной гидрооболочечной системы. В качестве вто-
рого объекта для оценки работоспособности двумерной модели жид-
кости выбрана конструкция, состоящая из двух элементов (рис. 2).  

 

Рис. 2. Внешний вид (а) и схема (б) составной конструкции 
с цилиндрическим элементом 

1
5

0

1,2

1
0

�100

М8

а б
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Первый элемент имеет форму цилиндра, второй (днище) пред-
ставляет собой круглую пластину. Оболочка соединена с днищем по 
нижнему торцу. Верхний торец цилиндра свободен. Днище в центре 
имеет отверстие для закрепления модели. 

В качестве граничных условий при всех расчетах в SW и PE при-
нимались условия заделка — свободный край соответственно в гра-
ничных сечениях «отверстие на оси круглого днища — свободный 
верхний торец цилиндрического элемента». Система рассматрива-
лась в двух состояниях — «сухая», т. е. без жидкости, и заполненная 
жидкостью (водой). Заполнение модели — полное (до верхнего торца 
цилиндра). Ниже представлены физико-механические параметры 
конструкции, задаваемые при расчетах в SW и PE: 

Тип материала экспериментальной модели …….. линейный, упругий, изотропный 
Плотность материала, кг/м3 ………………………. 7815,9 
Модуль упругости, Н/м2 …………………………... 1,98  1011 
Коэффициент Пуассона …………………………… 0,28 

Определение собственных частот и форм колебаний состав-
ной модели цилиндр — плоское днище в SW и PE. В SW рассчи-
таны собственные частоты и формы колебаний объекта испытаний — 
системы цилиндр — плоское днище (рис. 3). Результаты расчетов не-
скольких низших частот, соответствующих указанным окружной 
и меридиональной формам, приведены на рис. 4.  

 

a 

 

б 

Рис. 3. Твердотельная (a) и конечно-элементная (б) модели конструкции, 
полученные в пакете SW 
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а 

 

б 

 

в 

 

г 

Рис. 4. Собственные формы колебаний системы, полученные в SW: 

а  — 
2,1

f  = 589,7 Гц; б  — 
3,1

f  = 1 016,8 Гц; в  — 
4,1

f  = 1 793,9 Гц; г — 
4,1

f  = 2 862,4 Гц 

 
Собственные частоты ,n mf  выражены в герцах, с указанием в ка-

честве индексов соответствующей окружной n и меридиональной m 
собственной формы колебаний. 

Аналогичные операции были проведены в PE (рис. 5, 6). 

 

а 

 

б 

Рис. 5. Твердотельная (а) и конечно-элементная (б) модели конструкции, 
полученные в пакете РЕ 

  
а б в г 

Рис. 6. Собственные формы колебаний «сухой» конструкции, полученные в PE: 

а — 
2,1

f  = 590 Гц; б — 
3,1

f  = 1 012 Гц; в — 
4,1

f  = 1 776 Гц; г — 
5,1

f  = 2 819 Гц 
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Из сопоставления результатов расчетов в SW и PE следует вывод об 
очень хорошем согласовании как собственных частот, так и собствен- 
ных форм колебаний рассмотренной оболочечной конструкции. 

Частотные испытания «сухой» и заполненной жидкостью со-
ставной конструкции (второй экспериментальной модели). Испы-
тания составной конструкции выполнены на системе вибрационных 
испытаний Data Physics с системой управления SignalStar Vector II на 
базе электродинамического возбудителя вибрации V-55 (рис. 7). В ка-
честве датчиков ускорения использованы миниатюрные однокомпо-
нентные (одноосные) пьезодатчики поступательного ускорения Kistler 
8730AE500 (датчик ICP [15]). Возбуждение колебаний — моногармо-
ническое со сканированием частоты в заданном диапазоне. Собствен-
ные частоты определены резонансным методом по пикам амплитудно-
частотной характеристики.  

 

Рис. 7. Система вибрационных испытаний Data Physics 
с электродинамическим возбудителем вибрации V-55 (на заднем плане) 

 
При выполнении экспериментов модель закрепляли на столе виб-

ратора в центре платформы через отверстие в днище (см. рис. 2) од-
ним болтом M6. Между платформой вибратора и днищем устанавли-
вали шайбу. На рис. 8 показана испытываемая конструкция на 
вибраторе V-55. Для гидроизоляции вибровозбудителя использовали 
полиэтиленовую пленку, место резьбового соединения герметизиро-
вали. 

Первый пьезодатчик ускорения крепили пластилином к цилин-
дрическому элементу конструкции ближе к верхнему торцу, там, где 
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расчетные амплитуды колебаний больше (см. рис. 4, 6). Ось чувстви-
тельности датчика ориентирована перпендикулярно цилиндрической 
поверхности оболочки. Второй пьезодатчик установлен на платформе 
вибратора. Этот датчик необходим для контроля задаваемого столом 
вибратора воздействия на модель, а также для выработки сигнала об-
ратной связи системы управления вибратором. 

 

Рис. 8. «Сухая» модель на возбудителе 
вибрации V-55 

 
На рис. 9 представлены амплитудно-частотная характеристика 

(АЧХ) и фазочастотная характеристика (ФЧХ), полученные для «су-
хой» модели: ФЧХ расположена в его верхней части, АЧХ — в ниж-
ней части. Характеристики сняты с датчика, установленного в районе 
верхнего торца цилиндрического элемента модели (датчик на рис. 8 
виден слева, вверху).  

Оценим погрешности определения собственных частот «сухой» 
конструкции, сравнив результаты расчета в PE и частотных испыта-
ний (погрешность вычислим по отношению к экспериментальным 
данным). Результаты представлены в табл. 3. Расхождения расчетных 
и экспериментальных данных, как следует из табл. 3, не превыша- 
ют 10 %. 
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Рис. 9. Изображение ФЧХ и АЧХ модели цилиндр — днище на экране монитора 
(получено в системе вибрационных испытаний Data Physics) 

 
Таблица 3 

Расчетные и экспериментальные значения собственных частот fn,1, Гц, 
для «сухой» составной модели 

Способ получения 
значений 

f2,1 f3,1 f4,1 f5,1 

Расчет в РЕ 590 1012 1776 2819 
Эксперимент 545 930 1960 2790 

Погрешность, % 8,26 8,82 9,36 1,04 

 
Частотные испытания заполненной конструкции также выполня-

ли на системе Data Physics (рис. 10), с теми же датчиками, вибровоз-
будителем и по той же методике, что и для «сухой» конструкции. 
Полученные в ходе эксперимента характеристики представлены на 
рис. 11. 

Оценим погрешности определения собственных частот запол-
ненной конструкции в случае применения двумерной модели. Для 
этого используем результаты расчета собственных частот «сухой» 
конструкции в PE и коэффициент прk  пересчета  для двумерной жид-

кости, вычисленный по формуле (9). Сопоставление расчетных дан-
ных и результатов частотных испытаний (табл. 4) свидетельствует 
о точности вычислений, достаточной для оценки собственных частот 
заполненной конструкции перед выполнением частотных испытаний. 
Погрешность (см. табл. 4) вычислена по отношению к результатам 
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эксперимента. В данном случае, как и для цилиндрической свободно 
опертой оболочки, двумерная модель жидкости в большей степени 
соответствует колебаниям со сложной окружной формой (чем слож-
нее окружная форма, т. е. больше значение n, тем ближе расчетные 
данные к экспериментальным).  

 

Рис. 10. Модель, заполненная жидкостью, 
на возбудителе вибрации V-55 

 

Рис. 11. Изображение ФЧХ и АЧХ модели, заполненной жидкостью, на экране 
монитора (получено в системе вибрационных испытаний Data Physics) 
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Таблица 4 

Расчетные и экспериментальные значения собственных частот fn,1, Гц, 
для «сухой» и заполненной второй (составной) моделей 

Способ получения значений f2,1 f3,1 f4,1 f5,1 

«Сухая» модель 

Расчет в PE 590 1012 1776 2819 

Заполненная модель 

Расчет с использованием 
двумерной модели жидкости 

308 607 1163 1961 

Эксперимент 380 680 1270 1820 

Погрешность, % 18,9 10,7 8,4 7,8 

 
Заключение. Предложен простой прием, позволяющий оценить 

собственные частоты колебаний заполненной жидкостью тонкостен-
ной осесимметричной оболочечной конструкции по собственным ча-
стотам колебаний «сухой» конструкции. Прием основан на использо-
вании двумерной модели, не учитывающей движения жидкости в 
направлении продольной оси оболочки. 

Показано, что погрешность определения собственной частоты 
гидрооболочечной системы с использованием двумерной модели жид-
кости зависит от окружной формы колебаний (числа окружных волн 
собственной формы). Погрешность меньше для более сложной окруж-
ной формы (большего числа волн формы по окружной координате 
оболочки). 

Выявлены особенности динамического поведения осесимметрич-
ных гидрооболочечных систем. Колебания жидкости при сложной 
окружной форме характеризуются малыми смещениями по продоль-
ной (вдоль оси бака) координате. Чем сложнее окружная форма 
(больше число волн формы), тем слабее проявляется движение по 
продольной оси бака и тем точнее результаты, которые дает двумер-
ная модель жидкости. 
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Two-dimensional fluid model for calculating the natural  
vibration frequencies of axially symmetric  

hydro-shell systems  

© V.A. Gribkov, R.A. Adamenko 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 
The article offers a two-dimensional fluid model to describe the vibrational motion of flu-
id in an elastic thin-walled axially symmetric shell structure. Two-dimensional fluid 
model is the basis of the approximate analytical method for calculating the natural fre-
quencies of axisymmetric vibrations of hydro-shell systems. The method algorithm con-
sists of a few simple computational operations based on elemental formula conversion of 
natural frequencies, the transition from the natural frequencies of the shell without liquid 
to the natural frequencies of a shell filled with liquid. The natural frequencies are deter-
mined quickly without any computing facilities. The calculation results obtained in this 
study by using the proposed two-dimensional fluid model are compared with the exact 
analytical solutions for the cylindrical shell filled with three-dimensional fluid, with the 
results for a composite shell structure, obtained by using two finite element complexes 
(SolidWorks Simulation, Pro/ENGINEER Mechanica), as well as with the results of phys-
ical testing frequency (experimental) model — a composite shell of two elements. 
 
Keywords: tank design, hydroelastic vibrations, fluid model, dynamic characteristics, 
frequency test 
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