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В настоящее время волновой твердотельный гироскоп (ВТГ) является одним из 
перспективных датчиков инерциальной информации, так как обладает высокой 
надежностью и малыми габаритными размерами при сравнительно низкой стои-
мости. Системы навигации и управления движением объектов различного назна-
чения, построенные на базе ВТГ, имеют широкую область применения. Повыше-
ние точностных характеристик ВТГ — актуальное направление исследований. 
Задача идентификации параметров ВТГ связана с повышением точности ВТГ 
и направлена на определение погрешностей, вызываемых как производственными 
дефектами изготовления резонатора, так и нелинейностью колебаний. Известна 
методика, позволяющая определять наряду с параметрами линейной модели так-
же и коэффициент нелинейности. В ней используется трудоемкая процедура из-
мерений, проводимая при стационарных режимах вынужденных колебаний, соот-
ветствующих различным настраиваемым частотам генератора. Проведение 
таких измерений требует многочисленных переключений частот и ожиданий 
окончания переходных процессов. В данной работе предложена методика иден-
тификации параметров гироскопа с учетом нелинейности при медленно изменяю-
щейся частоте вынужденных колебаний. Идентифицируемые параметры вклю-
чают в себя разночастотность, разнодобротность, параметры внешнего 
воздействия на резонатор и коэффициент нелинейности. Данные параметры 
необходимы для контроля качества и совершенствования технологии изготовле-
ния гироскопа, а также для компенсации его дрейфа. Учет нелинейности колеба-
ний резонатора позволяет проводить испытания при больших амплитудах колеба-
ний, когда отношение сигнал/шум достаточно высокое, что способствует 
повышению точности определения параметров. Для оценки параметров получен-
ной математической модели колебаний резонатора при медленно изменяющейся 
частоте вынужденных колебаний применен алгоритм оптимальной фильтрации 
Калмана. Разработанная методика позволит автоматизировать процесс опреде-
ления параметров гироскопа при медленно изменяющейся частоте вынужденных 
колебаний и сократить время уточнения параметров работающего гироскопа.  
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Введение. В основе функционирования волнового твердотельно-

го гироскопа (ВТГ) лежит физический принцип, заключающийся 
в инертных свойствах упругих волн, возбуждаемых в осесимметрич-
ных оболочках [1]. Основы теории ВТГ были заложены в работах 
[1–3]. Вопросы идентификации параметров гироскопов и методы по-
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вышения точности ВТГ рассмотрены в работах [4–15]. Повысить 
точность гироскопа можно с помощью алгоритмической компенса-
ции. Для этого необходимо знать параметры гироскопа. 

Целью данного исследования является разработка методики опре-
деления параметров гироскопа с учетом нелинейности при медленно 
изменяющейся частоте вынужденных колебаний. Данная методика 
позволит автоматизировать процесс определения параметров гироско-
па при медленно изменяющейся частоте вынужденных колебаний 
и сократить время уточнения параметров работающего гироскопа. 
Учет нелинейности обеспечит повышение точности определения па-
раметров, что необходимо для контроля качества и совершенствования 
технологии изготовления гироскопа, а также для компенсации его 
дрейфа.  

Осреднение уравнений динамики резонатора ВТГ. Рассмот-
рим уравнения динамики резонатора ВТГ для учета различных пара-
метров, обусловленных разнообразными технологическими погреш-
ностями его изготовления [3, 12]: 
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где x , y  — обобщенные координаты второй основной формы колеба-
ний резонатора в двух фиксированных точках, отстоящих одна от дру-
гой под углом 45°; 0ω  — основная резонансная частота чувствительно-

го элемента ВТГ; с, n — параметры позиционных сил; * sin 4 ,sh h= α  
* cos 4 ,ch h= α  * sin 4 ,sg g= β  * cos 4cg g= β  — компоненты, характе-

ризующие упругую и вязкую анизотропию; *,h  *g  — модули разноча-
стотности и разнодобротности; ,α  β  — углы ориентации главных осей 
жесткости и главных осей диссипации относительно отсчетных осей; 
γ — коэффициент демпфирования; v — безразмерная угловая скорость 

0;v ω  1 2 3 4, , ,   u u u u  — нормализованные амплитуды величин, ха-
рактеризующих амплитуды сигналов, возбуждающих колебания резо-
натора; ( )tσ  — настраиваемая фаза сигналов; ξ  — параметр, характе-
ризующий нелинейные эффекты резонатора. 

Нелинейные относительно x  и y  слагаемые 2 2( )x y xξ +  и 
2 2( )x y yξ +  получены в работе [3] при рассмотрении классического 

маятника Фуко, а также в работе [16] при учете нелинейности коле-
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баний электрических зарядов в контуре управления при подаче опор-
ного напряжения на электроды и в работе [12] при предположении, 
что упругие свойства материала резонатора описываются нелиней-
ным законом Гука.  

В режиме мягкого резонансного воздействия частота внешнего 
возбуждения ( ) ( )t tω = σ  медленно изменяется вблизи основной резо-
нансной частоты колебаний гироскопа:  

0( ) ( ) ( ),t t tω = ω − µ                                        (2) 

где 0( ) ( ).t tµ << ω  
Решение системы уравнений (1) с медленно изменяющейся 

частотой возбуждения вынужденных колебаний (2) будем искать 
в виде [17] 
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где 1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )   p q p qτ τ τ τ  — функции медленного времени ;tτ = ε  
ε  — малый безразмерный параметр.  

Продифференцировав уравнения (3), запишем выражения для 
обобщенных скоростей и ускорений: 
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Подставляя полученные выражения в уравнения (1), получаем 
систему уравнений для определения функций 1( , )x t τ  и 1( , ):y t τ  
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где 1 1( , , , ),A t x yτ  1 1( , , , )B t x yτ  — слагаемые модели, не содержащие 
в качестве множителей cos ( )tσ  и sin ( );tσ  1,kξ  2 ,kξ  3,kξ  4kξ  — нели-
нейные слагаемые модели; 1 1 2 ;Ek p Kq= − −  2 1 2 ;Ek Kq p= −  3 2k Ep= − +  

1 ;q K+  4 2 1 ;Ek Kq p= +  22 2 2
1 2 213( )/4;E q p q p= + + +  2 1 1 2( )/2.p q p qK = −  

Для того чтобы избежать появления резонансных слагаемых 
в решении системы уравнений (4)–(5), приравняем к нулю коэффи-
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циенты при cos ( )tσ  и sin ( ).tσ  В результате преобразований получим 
систему дифференциальных уравнений для медленно изменяющихся 
переменных 1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( ):   p q p qτ τ τ τ  
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Рассмотрим линейный закон изменения частотной расстройки, 
позволяющий резонансной кривой прохождение через резонанс за 
время :T  

0( ) ( 2 ),t tµ = ω ∆ − εβ                                   (7) 

где 1.T∆ = εβ   
Подставляя выражение (7) в систему уравнений (6), получаем 
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где 0/ ;c c= ω  0/ ;n n= ω  0/ ;c ch h= ω  0/ ;s sh h= ω  0/ ;ξ = ξ ω  0/i iu u= ω  
( 1, ..., 4).i =  

Далее для упрощения записей волнистая линия над буквами 
опускается.  

Запишем систему нелинейных дифференциальных уравнений (8) 
с независимой переменной τ  в следующем виде:  

( ) ( ),A= ⋅τ + +z z u k z                                   (9) 

где ( )1 2
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1 2 3 4, ,0 5 ,, u u u u−= εu  — вектор, характеризу-

ющий амплитуды сигналов, возбуждающих колебания резонатора; 

( )0 1 2 3
т

4( ) 0,5 ( ) ( ) ( ), (, , )k k k k= ξωk z z z z z  — вектор нелинейных сла- 
гаемых. 

Полученная осредненная система уравнений (9) описывает в мед-
ленных переменных 1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )   p q p qτ τ τ τ  нелинейные колебания 
резонатора ВТГ при медленно изменяющейся частоте внешнего воз-
действия.  

Отметим, что в электронном контуре гироскопа физически реа-
лизуется схема осреднения: измеряемые с помощью емкостной си-
стемы электродов высокочастотные функции времени x  и y  с по-
мощью контуров обработки сигналов [12] представляются в виде (3). 
Таким образом, медленные переменные 1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )   p q p qτ τ τ τ  си-
стемы (9) являются измеряемыми.  
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Идентификация параметров. Введем вектор определяемых па-
раметров  

( )42
т

1 3, , , , , , , , , , ,, .c s c sg g c n h h u u u uγ ν= ξα  

Проведем идентификацию параметров гироскопа α  с применени-
ем метода наименьших квадратов и оптимального фильтра Калмана. 

Запишем систему уравнений (8) в виде  

( ) ( , ),H= ⋅ + τz z d z α                                     (10) 

где 
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Рассмотрим сначала оценку параметров α  по методу наимень-
ших квадратов. Отрезок времени наблюдений [ ]0, T  разбиваем на  

N  равных частей и на каждом i -м отрезке [ ]1, ,i i−τ τ  1, ..., ,i N=  век-
тор параметров α  считаем постоянным. Интегрируем левую и пра-
вую части системы уравнений (10) по τ  на отрезке [ ]1 1, :i i− +τ τ  

1 1( ) ( ) , 1, 2, ..., 1,  i i i iH i N+ −τ − τ = ⋅ + = −z z dα                 (11) 

где интегралы 

( )
1

1
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iH H d
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= τ τ∫ z  ( )
1

1

( ), , 1, 2, ..., 1  
+

−

τ

τ

= τ τ τ = −∫
i

i

i d i Nd d z  

от элементов матриц и векторов вычисляются численно по элемен-
тарной формуле Симпсона. 

Таким образом, систему уравнений (10), дискретизированную на 
отрезке [ ]0, T  и представленную системами уравнений (11), можно 
записать в виде переопределенной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений: 

,H ⋅ = bα                                                (12) 
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где введены составные матрица H  и вектор :b  

т т т т т т т т
1 2 1 2

1 1

( , ,.., ) , ( , ,..., ) ,
( ) ( ) , 1, 2,..., 1.     

N N

i i i i

H H H H
i N+ −

= =

= τ − τ − = −

b b b b
b z z d

 

Оценку α̂  вектора α  находим, решая нормальную систему мето-
дом наименьших квадратов: 

т тˆ .H H H= bα                                         (13) 

Для применения оптимальной фильтрации Калмана вводим век-
тор состояния  

( ) ( )41 1
тт т

2 3
т

2 2 1, , , , , , , , , , ,, ,, , , ,sc c sq p q p g g c n h h u u u uγ ν= ξ =s z α  

и дополняем динамическую систему уравнений (10) формирующими 
уравнениями, полагая, что идентифицируемые параметры постоянны 
и, следовательно, производные от них по времени равны нулю: 

( ) ( , ) ,H= ⋅ + τ +s s s d s v                               (14) 

где матрица и вектор 

;
0 ( ) ( , )

( ) ( , )
0 0 0

H
H

   
= = 

τ
τ  

   

s d s
s d s  

составлены из блоков соответствующей размерности, а вектор v  
представляет собой гауссовский случайный процесс типа белого шу-
ма с нулевым математическим ожиданием, характеризующий по-
грешности на входе системы.  

Наблюдение осуществляется над векторным сигналом ,y  кото-
рый можно представить в виде 

,C= +y s w                                           (15) 

где ( )0C I=  — блочная матрица; I  — единичная матрица четверто-
го порядка; w  — векторный гауссовский случайный процесс ти- 
па белого шума с нулевым математическим ожиданием, характери-
зующий погрешности измерений медленно изменяющихся функций 

1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( ).   p q p qτ τ τ τ  
Система уравнений (14) нелинейная, поэтому запишем ее в виде  

( ) ; ( ) ( ) ( , )H= + = ⋅ + τs s v s s s d s f f                   (16) 

и применим обобщенный фильтр Калмана [18]. 
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Линеаризованная система уравнений примет вид  

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ; ( ) ( ) ,′ ′= + + = −s s s v s s s 

 f f f f f                      (17) 

где ŝ  — полученная ранее оценка вектора ;s  ˆ( )′ sf  — матрица Якоби. 
К линеаризованной системе уравнений (17), записанной в дис-

кретной форме 

1 1 1 1; ( ) ( ) , 1,..., ,i i i i i i i i i N− − − −′= Φ + + = − =s s v s s s f f f f        (18) 

с переходной матрицей ,iΦ  и системе наблюдения, также записанной 
в дискретной форме 

, 1,..., ,i iC i N= + =y s w  

применяем оптимальный фильтр Калмана с дискретным временем 

[19]. Для априорной информации ( )тт т
0 0 0ˆ,=s z α  берется оценка векто-

ра параметров 0ˆ ,α  полученная с помощью метода наименьших квад-
ратов (13) при малом числе начальных измерений.  

Вычислительные эксперименты. Приведем результаты некото-
рых из проведенных вычислительных экспериментов, выполненных 
в пакете Wolfram Mathematica. Задан вектор параметров  

( )т, 2, 1,3, 1,5, 0, 0,10, 12, 30, 0, 0, 0, 3 ,8= πα               (19) 

соответствующий реальным гироскопам с добротностью 2500=Q  
и основной резонансной частотой чувствительного элемента ВТГ 

4 1
0 2 10 с .−ω = π⋅  Моделирование динамики резонатора ВТГ с задан-

ными параметрами (19) проводили в медленных переменных с по-
мощью уравнений (14). 

На рисунке представлены зависимости функций 1 1( ), ( ), p qτ τ  

2 2( ), ( ) p qτ τ  от времени на отрезке 100 сT =  при медленно изменя-
ющейся частоте вынужденных колебаний (2) с начальной относи-
тельной частотной настройкой 0,001∆ =  и, как следствие, парамет-
ром 00,001 / .Tβ = ω  

Моделирование съема информации (15) осуществлялось добавле-
нием случайной погрешности ,w  подчиняющейся нормальному закону 
распределения, и случайной погрешности ,v  входящей в систему диф-
ференциальных уравнений (14). Среднеквадратические отклонения 

0,001,wσ =  0,005.vσ =  Число точек съема информации 100.  
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Зависимости 1, 2,и , i i iq p =  от времени tτ = ε  при медлен-

но изменяющейся частоте вынужденных колебаний: 
1 — 1 ( );q τ  2 — 1 ( );p τ  3 — 2 ( );q τ  4 — 2 ( )p τ  

 

Для расчета относительной погрешности параметров, получен-
ных с помощью методик определения параметров, используем ев-
клидову норму вектора: ˆ / .r = −α α α  

При идентификации параметров по методике (18), учитывающей 
нелинейность колебаний, получим  

(
)т

1

1 25,168, 1,995, 1,283, 1,488, 0,004, 0,011, 9,989, 12,004,

30,006, 0,006, 0,01

ˆ

, 2,990,3, 0,002 0,001,, r

= − −

− =

α
 

а при методике идентификации параметров, не учитывающей нелиней-
ность (коэффициент нелинейности в данном случае отсутствует), — 

(
) т

2

2

25,310, 2,251, 1,629, 2,096, 1, 257, 1,061, 10, 414, 10,819,

30,111, 0, 287, 0,117, 0,079 , 0,05, .

ˆ

1r

−

=

= −α
 

Проведенные вычислительные эксперименты подтверждают зна-
чительное повышение точности определения параметров при исполь-
зовании предложенной методики идентификации параметров, учиты-
вающей нелинейность.  

При проведении идентификации параметров по методу наимень-
ших квадратов (13), обрабатывая сразу весь массив измерений, полу-
чаем  

(
)

3
т

3

25,177, 1,998, 1,277, 1,491, 0,017, 0,021, 9,992, 12,003,

30,008, 0,007, 0,013, 0,001 2,

ˆ

, ,956 0,002,r

− −

=

=

−

α
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что показывает не худший результат, чем оценка 1ˆ ,α  полученная 
с помощью фильтра Калмана.  

Применение фильтра Калмана позволяет определять параметры 
гироскопа по мере съема измерительной информации. Однако при об-
работке всего массива измерений установлена невысокая эффектив-
ность применения фильтра Калмана для идентификации параметров 
ВТГ: для вычислений он более трудоемкий по сравнению с методом 
наименьших квадратов и ввиду наличия шумов измерений в матрице 
фильтра не обеспечивает значительного уменьшения погрешности.  

Заключение. Разработана методика определения параметров 
ВТГ с учетом нелинейности при медленно изменяющейся частоте 
вынужденных колебаний. Применение этой методики обеспечивает 
сокращение времени на уточнение параметров работающего гиро-
скопа и позволяет автоматизировать процесс определения его пара-
метров. Использование найденных при идентификации параметров и 
коэффициента нелинейности в аналитической и силовой компенса-
ции позволит повысить точность гироскопа. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проекты № 16-01-00772-а, 

№ 16-08-01269-а). 
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Identification of solid state wave gyroscope parameters at 
slowly varying forced oscillation frequency 

© D.A. Maslov 

National Research University “Moscow Power Engineering Institute”,  
Moscow, 111250, Russia 

 
Currently, the solid state wave gyroscope (SSWG) is one of the prospective transducers 
of the inertial data, as it shows high reliability and has small overall dimensions at rela-
tively low cost. The navigation and traffic control systems for the objects of various ap-
plications designed on the base of SSWG have a wide range of usage. To increase the 
SSWG characteristics of precision is an up-to-date line of research. The problem of iden-
tifying the SSWG parameters is connected with increasing the SSWG precision and aimed 
at estimating the tolerance caused by both the resonator manufacturing imperfections 
and nonlinear nature of the oscillations. There is a technique which allows defining the 
nonlinearity factor along with the linear model parameters. It uses a time-consuming 
measure procedure which is carried out at stationary modes of constrained oscillations 
corresponding to various adjustable frequencies of the generator. The conduct of such 
measurements requires numerous frequency manipulations and waiting for the transition 
processes ending. This work suggests a technique for identifying the gyroscope parame-
ters with consideration for nonlinearity at slowly varying frequency of the constrained 
oscillations. The identified parameters include the frequency difference, the versatility, 
the parameters of the external action onto the resonator and the nonlinearity factor. 
These parameters are needed for the quality control and technological advancement of 
gyroscope manufacturing as well as for its drift cancellation. The allowance for the non-
linear nature of the resonator oscillations enables testing at high oscillations amplitudes 
when the signal-to-noise ratio is fairly high, which helps to increase the accuracy of the 
parameters identification. In order to estimate the parameters of the obtained mathemati-
cal model for the resonator oscillations at slowly varying frequency of the constrained 
oscillations we use a Kalman optimum filtering algorithm. The developed technique will 
allow automating the parameters identification process at slowly varying frequency of 
the constrained oscillations and reducing the time for defining the parameters of the 
working gyroscope.  

Keywords: solid state wave gyroscope, nonlinear oscillations, parameters identification, 
Kalman filter 
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