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Статья посвящена актуальной прикладной и теоретической проблеме довери-
тельного оценивания показателей надежности сложных систем по результатам 
испытаний их отдельных компонент (элементов или подсистем). Рассмотрена 
модель системы с полным или частичным дублированием элементов в различных 
подсистемах для случая нагруженного режима резервирования. Дано приближен-
ное для случая высокой надежности элементов  решение задачи на построение ниж-
ней доверительной границы для одного из основных показателей надежности — 
гарантированного с заданным уравнением достоверности времени безотказной 
работы системы по результатам испытаний ее элементов. Получено также ре-
шение задачи определения объемов испытаний элементов различных подсистем, 
необходимых для подтверждения заданных требований к показателю надежности 
системы. В заключение приведены численные примеры расчета доверительных границ 
на основе полученных выражений для показателя надежности системы.    
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Введение. Оценка тех или иных показателей надежности слож-
ных систем по результатам испытаний их элементов довольно часто 
возникает в инженерной практике и является актуальной проблемой 
математической теории надежности. При этом основной интерес ча-
ще всего представляет построение доверительных оценок (границ) 
показателей надежности. 

 Следует отметить, что в существующих в настоящее время рабо-
тах, посвященных оценке показателей надежности сложных систем 
по результатам испытаний их компонентов (элементов, подсистем), 
оценивается главным образом вероятность безотказной работы си-
стемы в течение заданного времени t для различных планов испыта-
ний элементов и системных структур  [1–21]. 

Ниже рассматривается задача для модели системы с полным или 
частичным дублированием элементов системы идентичными резерв-
ными элементами для другого часто используемого показателя — 
гарантированного (с заданным уровнем гарантии) времени безотказ-
ной работы системы. Цель данной работы — построение нижней до-
верительной границы для этого показателя надежности системы по 
результатам испытаний элементов системы на надежность. 



И.В. Павлов, М.М. Теделури    

2                                              Инженерный журнал: наука и инновации  # 1·2018 

Пусть имеется система, составленная из m различных подсистем, 
соединенных последовательно (в смысле надежности).  При этом в 
подсистемах с индексами 1, …, n основной элемент дублируется иден-
тичным резервным элементом (режим резервирования нагруженный). 
В остальных подсистемах с индексами n + 1, n + 2, …, m  резервиро-
вание не проводится. При предположении, что отказы различных 
элементов происходят независимо один от другого, вероятность без-
отказной работы (функция надежности) системы на интервале вре-
мени (0, t) имеет вид  

2
c

1 1
( ) ( ) 1 [ ]( )1 ,

= = +

 = − − ∏ ∏
n m

i i
i i n

P t P t P t                               (1) 

где ( )iP t  — функция надежности одного элемента i-го типа (i-й под-
системы), i = 1, …, m. Данная модель содержит как частные случаи 
систему с последовательной структурой и систему с дублированием 
всех элементов, соответственно n = m и n = 0. Предполагается также, 
что распределение времени безотказной работы элементов экспонен-
циальное, т. е. функция надежности элементов i-го типа ( ) ,−λ= it

iP t e    
где 0λ >i  — параметр интенсивности отказов, 1, ..., .=i m   

Рассмотрим часто встречающуюся в инженерной практике ситуа-
цию, когда параметры надежности элементов системы 1( , ..., ) λ = λ λm  
точно неизвестны, а известна лишь статистическая информация по 
результатам испытаний элементов. Испытания элементов i-го типа 
проводились по стандартным планам типа [ ] i iN BT  (в обозначениях 
работы [1]), т. е. для  Ni элементов i-го типа, отказавшие элементы 
восстанавливали (заменяли новыми идентичными). Испытания про-
должались в течение времени Т, в результате наблюдалось di отказов 
элементов i-го типа, i = 1, …, m. 

Требуется на основе вектора результатов испытаний d = (d1,  
d2, …, dm) построить нижнюю доверительную границу с коэффици-
ентом доверия γ для одного из основных показателей надежности — 
гарантированного (с уровнем гарантии 0 < q < 1) времени безотказ-
ной работы (или процентного ресурса q) системы tq, определяемого 
из уравнения относительно t: 

с ( ) .=P t q                                                   (2) 

Предлагается приближенное асимптотическое решение данной 
задачи для показателя tq при λi <<1, i = 1, …, m,  что соответствует 
предположению о высокой надежности элементов системы. 
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Асимптотическое решение (для случая высокой надежности). В 
соответствии с уравнением (1) функция надежности системы имеет вид 

[ ]2
c

1 1
1 1( ) .−λ −λ

= = +

 = − − ∏ ∏i i
n m

t t

i i n
P t e e  

Отсюда, используя разложение функции ln Pc(t) в ряд по степе-
ням  (λit) → 0, i = 1, …, m, после простых преобразований, получаем 

 2 2
c 1 2

1
( ) ( ) ( )exp ( ) .

=

  = − λ − λ + λ    
∑
n

i
i

P t f t f t o t                    (3) 

В уравнении (3)  f1(λ), f2(λ) — функции от вектора параметров  
λ = (λ1, …, λm) следующего вида:  

2
1 2

1 1
,  ( ) ( ) .

= = +
λ = λ λ = λ∑ ∑

n m

i i
i i n

f f                                   (4) 

Из уравнения (3) следует приближенное (для случая высокона-
дежных элементов, т. е. при λit << 1, i = 1, …, m) выражение  

2
c 1 2( ) ( )exp . (  ) ≅ − λ − λ P t f t f t                                 (5) 

При этом задача оценки функции надежности системы (5) сво-
дится к оценке сверху двух функций от параметров надежности эле-
ментов f1(λ) и f2(λ). 

Случайная величина (с. в.) di имеет пуассоновское распределение с 
параметром Λ ,i i i iN T= λ i = 1, …, m,  и, следовательно, наблюдаемое на 
испытаниях суммарное число отказов 1 1 2 nD d d d= + +…+   также имеет  
пуассоновское распределение с параметром 1 2Λ Λ Λ Λn= + +…+ . Обо-
значим через ( )dγ∆  стандартную верхнюю γ-доверительную границу 
для параметра пуассоновского распределения по результату наблю-
дения d [1]. Тогда, по определению этой величины, справедливо не-
равенство  

( )1
1

Δ . γ
=

 λ ≤ ≥ γ 
 
∑
n

i i i
i

P N T D                                     (6) 

Обозначим через { }: 0, 1, 2, ...,   1, ..., = = =iL d d i m множество 
всех возможных значений результатов испытаний 1 2( , , ..., ).md d d d=  
Рассмотрим систему подмножеств в пространстве параметров:  

( )1 1
1

: Δ , ( )  0,  1, ...,  ,  .
n

i i i i
i

H d N T D i m d L
=

γ
 = λ λ ≤ λ ≥ = ∈ 
 

∑        (7) 
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С учетом неравенства (6) система подмножеств  1( ),H d  ,d L∈  
образует систему γ-доверительных множеств для вектора параметров  

1( , ..., ).mλ = λ λ  В соответствии с общим методом доверительных 
множеств (см., например, работы [1]–[2], [22]–[24]  и др.) верхняя  
γ-доверительная граница для функции 1 ( )f λ  в (4) может быть найде-
на как  

1 1 1
1

( ) (max max .)
n

i
i

f f d f
=

= = λ = λ∑                             (8) 

Максимум при данном фиксированном значении вектора резуль-
татов наблюдений 1 2( , , ..., )md d d d=  берется по доверительному 
множеству 1( )H d  в системе подмножеств (7), т. е. при ограничениях 
на вектор параметров 1( , ...,  )mλ = λ λ    

( )1
1

Δ ,   0,  1, ..., .
=

γλ ≤ λ ≥ =∑
n

i i i i
i

N T D i n                        (9) 

Вычисляя максимум в выражении  (8) по области (9), получаем 

 ( )1 1 1 1Δ /  ,  )  (f f d D Vγ= =                                   (10) 

где ( )1 1 1 2 2min , , ..., n nV N T N T N T=  — минимальный объем испытаний 
элементов в подсистемах с индексами  1, ...,i n=  (т. е. в подсистемах 
без резервирования элементов). 

Аналогично система подмножеств в пространстве параметров 

( )2 2
1

: Δ ,  0,   1, ...,   ,  ,( )
m

i i i i
i n

H d N T D i n m d Lγ
= +

 = λ λ ≤ λ ≥ = + ∈ 
 

∑   (11) 

образует систему γ-доверительных множеств для 1( , ..., ),n m+λ = λ λ   
где 2 1 ...n mD d d+= + +  — суммарное число отказов, наблюдаемое на 
испытаниях элементов подсистем 1,  2 ..., i n n m= + +   (т. е. подси-
стем с дублированием).  

Значение 
2

2 2 2
1

( ) ( )max max  
m

i
i n

f f d f
= +

= = λ = λ∑                         (12) 

дает верхнюю γ-доверительную границу для функции 2 ( ),f λ  где мак-
симум берется по доверительному множеству (11), т. е. при ограни-
чениях 
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( ) 2
1

,  0,  1, ..., . γ
=

λ ≤ ∆ λ ≥ = +∑
n

i i i i
i

N T D i n m                 (13) 

Функция 2 ( )f λ  выпукла вниз, и, следовательно, максимум выра-
жения (12) достигается в одной из m «угловых» точек области (13) 
вида ( ) (0, ..., 0,  ,  0, ..., 0),i

iλ = λ  где ( )2 ,  1, .../ ,Δ .i i i iD N T n mγ= = +λ  
Тем самым максимум (12) 

 ( ) 2
2 2 2 2Δ /( ) ,   γ= =   f f d D V                           (14) 

где ( )2 1 1min , ...,  n n m mV N T N T+ +=  — минимальный объем испытаний 
элементов в подсистемах с индексами  1, ...,i n m= +  (т. е. в подсисте-
мах с дублированием элементов). 

В соответствии с уравнением (2) qt  определяется из уравнения  

2
2 1( ) ( l  ) n .f t f t qλ + λ = −                                    (15) 

Отсюда получаем выражение, показывающее приближенную (в 
указанной выше асимптотике) зависимость показателя надежности 
системы  qt  от вектора параметров элементов 1 2( , , ..., ):mλ = λ λ λ    

[ ]{ } [ ]
1/22

2 1 2 1 2ln / /( ) ( ) ( ) ( ) (2 . )/ 2 ) (q qt t q f f f f f= λ ≅  λ  + λ λ − λ λ   (16) 

Из выражения (16) следует, что ( )q qt t= λ  может быть представ-
лено в виде 

[ ]1 2( ) ( ,  ,(  ) )q qt t f fλ = λ λ                               (17) 

где функция двух переменных 1 2,( )qt f f  в правой части выражения (16) 
монотонно убывает по 1f  и 2.f   

Учитывая монотонную зависимость показателя (17) от функций 
1 2λ ,  ( ) ( ),λf f определяем нижнюю доверительную границу ( )=q qt t d  

для qt  следующим образом:  

 1 2( ) ( ,) .( )q q qt t d t f d f d = =                                (18) 
В соответствии с выражением (16) можно записать 

 ( ) ( ) ( )
1/22

2 1 2 1 2  ln / / 2 / 2 .qt q f f f f f = + −  
                  (19) 

Отсюда с учетом приведенных выше выражений для доверитель-
ных границ    1 1( ),f f d=  2 2 ( )f f d= , следует 
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             (20) 

Пусть 1γ = − ε  — коэффициент доверия, на основе которого по-
строены доверительные границы в выражениях (10), (14) для функ-
ций 1 2λ ,  ( ) ( ).λf f  Тогда коэффициент доверия γ ′  построенной выше 
доверительной границы в выражениях (18)–(20) для показателя 
надежности системы λ( )=q qt t  удовлетворяет неравенству 2. γ ′≥ γ  

Для доказательства этого неравенства введем события  

{ } { }1 1 2 2: ;  ( ) ( ) ( ) ( ) : ,λ λ= ≥ λ = ≥ λA d f d f B d f d f  

где 1λ (λ , ...,  λ )= m — произвольная точка в пространстве параметров.  
При этом справедливы неравенства 

 { } { };    .λ λ∈ ≥ γ ∈ ≥ γP d A P d B                               (21) 

Поскольку функция монотонна 1 1( , ),qt f f  имеет место соотно-
шение 

[ ]{ }1 2 1 1( ) ( ) (: , ) ( )λ  , λ ,λ λ  ∩ ⊂ ≤ q qA B d t f d f d t f f  

откуда с учетом неравенств (21) следует  

{ } { } { } { } 2
λ λ λ λ( ) (λ) γ .≤ ≥ ∩ = ≥q qP t d t P A B P A P B  

Это доказывает неравенство 2γ ≥ γ′  для коэффициента доверия γ ′  
построенной в выражениях (19), (20) доверительной границы  

( ).=q qt t d  
Система с дублированием элементов во всех подсистемах. 

Рассмотрим также важный частный случай, когда 0,=n  т. е. все эле-
менты системы дублируются идентичными резервными элементами. 
В этом случае из приведенных выше выражений следует, что нижняя 
доверительная граница для гарантированного времени безотказной 
работы системы qt  имеет вид 

( )
1/2

1

γ

2 2
2

2

ln
| ln | / ,

Δ
 = = q

V q
t q f

D
                              (22) 

где 2 min= i iV N T  — минимальный объем испытаний элементов по 
всем подсистемам системы 1, ..., .=i m  
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В частном случае безотказных испытаний, т. е. если все числа от-
казов 0,=id  1, ..., ,=i m ( )2 ( )Δ Δ 0 ln(1 )  γ γ= = − γD  [24]. Тогда ниж-
няя γ-доверительная граница (22) для гарантированного времени без-
отказной работы системы  qt  

1/2
2 ln

.
ln(1 γ)

=
−q

V
t

q
 

 Необходимый объем испытаний элементов для подтвержде-
ния заданных требований к показателю надежности системы .qt
Рассмотрим часто встречающуюся в инженерной практике задачу, 
когда требуется подтвердить по результатам испытаний системы или 
ее элементов (подсистем) заданные требования к показателю надеж-
ности  системы вида 

,≥ θqt                                                  (23) 

где θ  — заданный уровень показателя .qt  
Из приведенного выше выражения (15) находим, что минималь-

ные объемы испытаний элементов подсистем 1 2,   ,V V  необходимые 
для подтверждения неравенства (23) (при безотказных испытаниях), 
должны удовлетворять неравенству 

2
1 1 ln ,θ + θ ≤f f q  

откуда с учетом выражений (10), (14) следует неравенство  

 
2 2

2
1 2

ln(1 ) ln(1 )
ln .

− γ θ − γ θ
+ ≤ q

V V
                         (24) 

В соответствии с определением величин 1 2,  V V  объемы испыта-
ний элементов различных подсистем, необходимые для подтвержде-
ния заданных требований к системе вида ,≥ θqt  должны удовлетво-
рять неравенствам 1 ≥i iN T V  для элементов подсистем с индексами  

1, ..., =i n  (без резервирования), и неравенствам 2  ≥i iN T V  для эле-
ментов подсистем с индексами  1, ..., = +i n m  (с дублированием эле-
ментов), где ( )1 2,  V V  — любая точка на границе области, заданной 
неравенством (24), т. е. любая точка, удовлетворяющая равенству 

2 2

2
1 2

ln(1 ) ln(1 )
ln .

− γ θ − γ θ
+ = q

V V
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Пример 1 (случай безотказных испытаний). Система состоит из 
5=m  подсистем, 2=n , т. е. в подсистемах с индексами  3,  4,   5 =n

элементы дублируются идентичными резервными элементами (ре-
зерв нагруженный). Результаты испытаний , , , i i i iN T d V  элементов 
различных типов  1, ..., =i m   приведены  ниже.   

Результаты испытаний  
i  ......................... 1        2       3       4       5 
Ni ........................ 10      8       8       7       7 
Ti ........................ 200    300   200   150   100 
di ......................... 0        0        0       0       0 

 
Требуется построить нижнюю  γ-доверительную границу qt  с коэф-
фициентом доверия 0,95γ =  для гарантированного времени безот-
казной работы системы qt  (при 0,9=q ). Из приведенных выше вы-
ражений (19), (20) находим, что в этом случае 45,28.=qt  

Пример 2. При условиях предыдущего примера рассмотрим слу-
чай, когда дублирование элементов проводится во всех подсистемах 
(т. е. 5=n ). В этом случае из выражения (22) находим, что 

75,8,=qt  т. е. повышение кратности резервирования в системе су-
щественно улучшает нижнюю доверительную оценку гарантирован-
ного времени безотказной работы системы. 

Заключение. Для рассмотренной модели системы с частичным 
или полным дублированием элементов получены выражения, позво-
ляющие вычислять нижнюю доверительную границу для одного из ос-
новных и часто используемых в инженерной практике показателей — 
гарантированного (с заданным уровнем гарантии) времени безотказ-
ной работы системы по результатам испытаний элементов. Кроме 
того, получены также неравенства, устанавливающие нижние грани-
цы объемов испытаний элементов различных подсистем, необходи-
мых для подтверждения заданных требований к показателю надеж-
ности системы. Полученные результаты могут использоваться в 
практических приложениях при расчете и опытной отработке показа-
телей надежности сложных  многокомпонентных систем.  Опреде-
ленным ограничивающим фактором рассмотренной модели являются 
достаточно жесткие параметрические предположения об экспоненци-
альном распределении времени безотказной работы элементов си-
стемы, что не всегда справедливо на практике. Актуальным с при-
кладной точки зрения является обобщение полученных выше резуль-
татов на более общие, в том числе непараметрические, законы 
распределения для элементов системы, а также на системы с более 
сложной структурой, в частности на системы с ненагруженным ре-
зервированием  и системы с восстановлением. 
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Confidence limits for the reliability index of a system 
 featuring dual modular redundancy of various subsystem 

components 

© I.V. Pavlov, M.M. Tedeluri  

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 

The article deals with a topical applied and theoretical problem of confidence estimation 
of reliability indices for complex systems, based on the results of testing their compo-
nents, such as elements or subsystems, separately. We consider a model of a system fea-
turing full or partial component redundancy in various subsystems for the case of hot 
redundancy. For the case of high component reliability we supply an approximate solu-
tion to the problem of using the results of system component testing to plot the bottom 
confidence limit for one of the main reliability indices, namely time between failures of 
this system guaranteed by a predefined validity equation. We also obtained a solution to 
the problem of determining the extent of testing various subsystem elements that is neces-
sary to validate the desired requirements for the system reliability index. As a conclusion, 
we present examples of numerically computing confidence limits based on the expressions 
derived for the system reliability index.    
 

Keywords: reliability, system, system structure, confidence limits 
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