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Рассмотрена задача о малых движениях жидкостей и движении твердого тела, 
имеющего круговую цилиндрическую полость, заполненную тремя несжимаемыми 
идеальными жидкостями. При предположении безвихревого движения жидкостей 
сформулированы краевые задачи и получены решения для потенциалов смещений 
частиц жидкостей. С помощью уравнений Лагранжа 2-го рода получены уравне-
ния движения гидромеханической системы. Показано отличие движения твердого 
тела, имеющего полость с жидкостями, от случая движения, рассмотренного 
Н.Е. Жуковским. Приведены задачи о собственных колебаниях жидкостей в непо-
движном баке и движении твердого тела с жидкостями, формулы, определяющие 
собственные частоты и формы колебаний, а также результаты эксперимен-
тального исследования движения твердого тела и жидкостей. 
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Введение. В настоящее время задача о движении твердого тела, 

имеющего полость, заполненную жидкостью, является классической 
задачей механики. Впервые подобная задача была рассмотрена Н.Е. Жу-
ковским и опубликована в работе [1]. Для новых достижений в ра-
кетно-космической технике, криогенной промышленности и газовой 
индустрии требуются исследования более общей задачи о движении 
тел, содержащих сложные жидкие среды. Одной из них является за-
дача о движении твердого тела, имеющего полость, заполненную 
слоистой жидкостью. Колебаниям жидкостей, заполняющих частич-
но полость подвижного и неподвижного твердого тела, посвящено 
достаточно большое число работ [2–15]. 

Постановка задачи. Пусть круговой цилиндр радиусом 0r  пол-
ностью заполнен тремя несжимаемыми идеальными жидкостями, 
имеющими плотности 0,ρ  1,ρ  2 ,ρ  0 1 2 ( )ρ ρ < ρ<  (рис. 1). Цилиндр за-
креплен на подвижной платформе общей массой М, способной со-
вершать поступательное движение по горизонтальному гладкому ос-
нованию. Предположив, что жидкости, находящиеся в цилиндре, 
совершают малые смещения, определим основные характеристики 
движения жидкостей в круговом цилиндре. 

Для составления уравнения движения рассматриваемой механи-
ческой системы воспользуемся уравнениями движения Лагранжа 2-го 
рода. 
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Рис. 1. Цилиндрический сосуд со слоистой жидкостью: 
h0, h1, h2 — высоты слоев жидкостей; Г1, Г2 — поверхности разделов 

 
Кинетическая энергия этой системы имеет вид 
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где ,iV  Φi  — объемы и потенциалы абсолютных скоростей жидкостей. 
При малых скоростях движения жидкостей потенциалы скоро-

стей могут быть выражены через потенциалы смещения χi  частиц 
жидкостей: 
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Потенциалы смещения являются решениями краевых задач, удо-
влетворяющих уравнениям Лапласа и граничным условиям 

0 0, , ., 1 2i i∆χ ==                                     (3) 

К граничным условиям относятся: 
• условия непротекания на смачиваемых поверхностях 
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где νi  — внешняя нормаль к смачиваемой поверхности ( )0,1, 2 ;=iS i  
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• кинематические условия на поверхностях разделов 
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• динамические условия на поверхностях разделов 
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В результате решения краевых задач (3)–(7) в цилиндрических 
системах координат xi, r, η (i = 0, 1, 2) потенциалы смещений запи-
шем в следующем виде: 
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Потенциальную энергию для рассматриваемого случая опреде-
лим следующим образом:  
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Поставив решения (8)–(10) для потенциалов смещений χi  в фор-
мулы (1) и (11), получим окончательные выражения для кинетиче-
ской и потенциальной энергий: 
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В выражениях (12), (13) 1 2,σ σn n  — обобщенные координаты вол-

новых движений поверхностей разделов жидкостей; 2
0 0 0 0 ,= π ρm r h  

2
1 0 1 1,= π ρm r h  2

2 0 2 2= π ρm r h  — массы каждой жидкости; 0 0 ,n nm V′ = ρ  
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Вывод уравнений движения. Используя уравнения Лагранжа 
2-го рода, получаем систему уравнений движения в виде 
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Для удобства проведения дальнейшего исследования введем новые 
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Пусть бак, полностью заполненный жидкостями и закрепленный 
на подвижной пластине, может перемещаться поступательно только 
в горизонтальной плоскости. Примем, что на пластину воздействует 
в горизонтальной плоскости внешняя сила 0 sin ,uF F pt=  линия дей-
ствия которой проходит через плоскость симметрии бака. Учитывая 
только первый тон колебаний жидкости ( 1),n =  определим амплиту-
ду колебаний внешней силы 0 ,F  если подвижная пластина совершает 
движение с ускорением 0 sin ,cu a pt=��  где а0 — амплитудное значение 
ускорения. 

Уравнения движения пластины с жидкостью при 1=n  будут 
иметь вид 
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Рассматривая вынужденные колебания жидкости, примем, что 
обобщенные координаты 1( ),tσ  2 ( )σ t  изменяются по закону 1σ =  
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(17)–(19) в виде 
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В соотношениях (23) 1,Ω  2Ω  — собственные частоты колебаний 
трех жидкостей в неподвижном баке, 
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Подставим полученные выражения (24) в уравнение (20). В ре-
зультате уравнения движения твердого тела преобразуются к виду 

0 0 пр ,F a M=                                              (26) 

где прM  — масса преобразованного твердого тела, 
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Результаты численных расчетов. При исследовании движения 
твердого тела с полостью, заполненной однородной капельной жид-
костью, установлено, что масса преобразованного твердого тела рав-
на сумме масс твердого тела и затвердевшей жидкости [1]. В рас-
сматриваемом случае в соответствии с формулой (27) при движении 
твердого тела со слоистой жидкостью масса преобразованного твер-
дого тела зависит от частоты колебаний: 

пр( ) / .f p M M ∗=  

 

Рис. 2. Зависимость безразмерной массы преобразованного твердого тела Мпр/М* от 
безразмерной  частоты  колебаний  при  1 2 0,1∆ = ∆ =   и  1 2 0, 2∆ = ∆ =  ( 1)n =  для 

первых (1) (2)
1 1,Ω Ω  (а) и вторых (1) (2)

2 2,Ω Ω  (б) главных частот 

 
График пр( ) /f p M M ∗=  представлен на рис. 2; при построении 

графика приняты следующие обозначения: 
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1 1 0 2 2 1( ); ( ).∆ = ρ − ρ ∆ = ρ − ρ                               (29) 

Экспериментальное исследование колебаний слоистой жид-
кости. В качестве испытуемых жидкостей  выбраны вода плотностью 

3
2 1000 кг/м ,ρ =  подсолнечное масло 3

1( 920 кг/м )ρ =  и муравьиный 

спирт 3
0( 830 кг/м )ρ =  со следующими параметрами: коэффициенты 

поверхностного натяжения для систем вода — подсолнечное масло 
1 0,013 Н/мσ =  и подсолнечное масло — муравьиный спирт — 

2 0,02 Н/м;σ =  кинематическая вязкость воды 6 2
2 1,006 10 м /с,−ν = ⋅  

подсолнечного масла — 6 2
1 39,6 10 м /с,−ν = ⋅  муравьиного спирта — 

6 2
0 1,54 10 м /с.−ν = ⋅  

Экспериментальная установка (рис. 3) включает в себя основа- 
ние 1, подвижную пластину 2, прозрачный бак 3, электромеханиче-
ский возбудитель колебаний 4 и контрольно-измерительный ком-
плекс. На основании — неподвижной пластине из текстолита — 
закреплены электромеханический возбудитель и металлические 
направляющие, обеспечивающие плавное движение без боковых 
вибраций подвижной пластины. 

 

Рис. 3. Общий вид экспериментальной установки: 
1 — основание; 2 — подвижная пластина; 3 — цилиндрический сосуд; 4 — электромехани-
ческий возбудитель; 5 — тензостанция ВИ6-6ТН; 6 — датчик давления; 7 — датчик пере-
мещения;  8 — цифровой USB-осциллограф Hantek 6022BE;  9 — ноутбук ASUS;  10 — блок  

питания HY5003-2 
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Контрольно-измерительный комплекс состоит из тензостанции 
ВИ6-6ТН 5, датчиков давления 6 и перемещения 7, цифрового 
USB-осциллографа Hantek 6022BE 8, ноутбука 9 и блока питания 
HY5003-2 10, размещенных на лабораторном столе вблизи непо-
движного основания. Блок питания HY5003-2 предназначен для пи-
тания тензостанции и электродвигателя. Управление и отображение 
данных осциллографа Hantek 6022BE осуществляется с помощью 
персонального компьютера/ноутбука/нетбука/планшета с операцион-
ной системой Windows через USB-интерфейс. 

Кинематическая схема установки. В состав электромеханиче-
ского возбудителя колебаний входят электродвигатель постоянного 
тока и кривошипно-шатунный механизм, осуществляющий возвратно-
поступательное движение подвижной пластины. 

В качестве виброизмерительной аппаратуры использовали шести-
канальную малогабаритную индуктивную аппаратуру ВИ6-6ТН с полу-
проводниковым блоком питания. Установка ВИ6-6ТН предназначена 
для измерения вибрации, ускорений, давлений и перемещений. В ос-
нове работы аппаратуры лежит принцип амплитудной модуляции ча-
стоты индуктивными датчиками, включенными по дифференциаль-
но-трансформаторной схеме. 

Экспериментальное определение основных характеристик 
колебаний слоистой жидкости. Для нахождения собственных ча-
стот колебаний слоистой жидкости применяли метод свободных ко-
лебаний. Для создания начальных условий свободных колебаний 
жидкостей подвижной платформе с баком задавали колебания по-
средством возвратно-поступательного движения вблизи резонансной 
частоты колебаний жидкостей. После некоторого времени совмест-
ных колебаний бака с жидкостями платформа мгновенно останавли-
валась, и жидкости совершали свободные колебания в неподвижном 
баке. При проведении эксперимента на ноутбуке регистрировались 
вынужденные и свободные колебания жидкостей, а также перемеще-
ния самого бака. 

При проведении эксперимента можно выделить следующие этапы: 
1) перед началом эксперимента определяли теоретическое значе-

ние частоты колебаний жидкостей в неподвижном баке по форму- 
лам (24) и (25); 

2) проводили тарировку датчиков перемещения и давления, тари-
ровку датчиков давления осуществляли путем добавления жидкости 
(воды) на определенную глубину; 

3) испытуемый цилиндр освобождали от некоторой части воды 
и затем заполняли слоями жидкостей разной толщины для проведе-
ния эксперимента; 
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4) эксперимент повторяли снова при другой глубине средней 
жидкости; 

5) по результатам записей экспериментов на ноутбуке определя-
ли собственные частоты колебаний жидкостей. 

Значения частот, определенных по формулам (24) и (25) и полу-
ченных экспериментально, приведены на рис. 4.  

 

Рис. 4. Зависимости первой (а) и второй (б) главных частот от толщины слоя сред-
ней жидкости,  определенные  по формулам (24), (25) (сплошная кривая) и экспери- 

ментально (крестики) при 0 2 10, 6, 2,1h h h= = −  

 
На рис. 5 и 6 приведены типичные графики процессов, записан-

ных при проведении экспериментов. 

 

Рис. 5. Пример записи колебания подвижной платформы и вынужденных 
колебаний жидкостей 
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Рис. 6. Пример записи свободных колебаний жидкостей 
 
Заключение. В работе получены уравнения движения твердого 

тела, совершающего поступательное движение и имеющего полость 
цилиндрической формы, полностью заполненную тремя однородны-
ми идеальными несмешивающимися жидкостями. Представленные 
формулы для массы преобразованного твердого тела, результаты 
численных расчетов и экспериментального исследования могут быть 
использованы при проектировании транспортных систем с криоген-
ными жидкостями или сжиженными газами. 
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of a rigid body with a layered liquid 
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The article considers the problem of small movements of liquids and motion of the rigid 
body with a circular cylindrical cavity completely filled with three incompressible perfect 
liquids. Assuming vortex-free motion of liquid, boundary value problems are formulated 
and solutions are obtained for displacement potentials of the particles of liquids. The 
equations of hydromechanical system motion are obtained using the Lagrange equations 
of the 2nd kind. The difference between motions of a rigid body with a cavity filled with 
liquids and motion in the case considered by N.E. Zhukovsky is shown. The problems of 
the natural liquid vibrations in a stationary tank and the motion of a rigid body with liq-
uids are considered as well as formulae, determining the natural frequencies and modes 
of vibration. The article presents the results of the experimental study of motion of rigid 
body and liquids. 
 
Keywords: rigid body, liquid, natural frequencies, mode of vibration 
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