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В основу исследования напряженно-деформированного состояния тонкой оболочки 
положена математическая модель, в соответствии с которой продольно-
гофрированную оболочку можно интерпретировать как непрерывный набор 
стрингеров, ориентированных по образующим конической поверхности. Стринге-
ры связаны между собой только в продольном направлении, и каждый из них ра-
ботает лишь на растяжение-сжатие и изгиб в плоскости осевого сечения оболоч-
ки вращения. Коническая оболочка, подкрепленная дискретным набором шпангоу-
тов, представляет собой дискретно-континуальную систему и рассматривается 
с помощью аппарата обобщенных функций. Полученные авторами статьи инте-
гродифференциальные уравнения равновесия конической оболочки в обобщенных 
перемещениях представляют интерес для специалистов, занимающихся расчета-
ми тонкостенных конструкций. 
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Введение. В данной работе рассматривается математическая мо-

дель дискретно подкрепленной конической оболочки. Дискретность 
подкрепляющего набора предлагается учитывать, фиксируя перемен-
ную жесткость системы с помощью дельта-функции Дирака [1–7]. 
Такой подход позволяет избежать «склейки». Задача исследования 
сводится к уравнениям с коэффициентами, содержащими особенно-
сти дельта-функции. 

Общий метод построения решения уравнений с коэффициентами, 
содержащими особенности типа дельта-функции и их производных, 
представлен в работах [8–10]. Данный метод может быть использо-
ван в качестве основы исследования всевозможных объектов, соче-
тающих непрерывные элементы с дискретными. 

Расчетная модель. Основные допущения. Вместо гофрирован-
ной оболочки из однородного изотропного материала рассматривает-
ся гладкая коническая оболочка вращения из эквивалентного одно-
родного ортотропного материала. Соотношения упругости для обо-
лочки с «размазанным» гофром имеют вид в форме [11–13]: 
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где 1 2 3,  ,  k k k  — безразмерные коэффициенты гофра;  D — цилин-

дрическая жесткость,
3

212(1 )
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; ,  ,  ,µE G  h — физические кон-

станты материала и толщина гофрированной оболочки соответствен-
но;  ( )*2 2
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Рис. 1. Гофрированная (а) и гладкая (б) панели 

 

Однородному ортотропному материалу гладкой конической обо-
лочки вращения, эквивалентной гофрированной оболочке, свой-
ственна сильная анизотропия. Безразмерные коэффициенты (2) лю-
бого гофра, как правило, удовлетворяют условию 2 1 3, .k k k�  Расчеты 
показывают, что обычно 1 3k k≈ ≈ 1…3, 2 3

2 1 10 ../ .10≥k k . 
Из формул (1) следует, что об об об

11 12 22   ,, �N N N  об об об
11 22 12  , , M M M�   

поэтому будем использовать вместо (1) упрощенные соотношения 
упругости эквивалентной ортотропной оболочки: 
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об об об об
11 2 1 22 12 21, 0, 0.

12
EhM k M M M= χ = = =                   (3) 

Соотношения упругости (3) соответствуют расчетной модели, в 
которой гофрированную оболочку можно интерпретировать как не-
прерывный набор стрингеров, ориентированных по образующим ко-
нической поверхности, причем стрингеры связаны между собой 
только в продольном направлении и каждый из них работает лишь на 
растяжение-сжатие и изгиб в плоскости осевого сечения оболочки 
вращения. Применимость подобной модели гофрированной оболочки 
показана, например, в работе [13]. 

Запишем уравнения равновесия гофрированной конической обо-
лочки, отбрасывая нелинейные члены в системе нелинейных уравне-
ний равновесия (см. (69) [14]):  
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Здесь 1 1 2 1 1, , , ,N S S Q M   — силовые факторы в собственно оболочке; 
2 2 2 2 3 2, , , , ,N S Q M M H  — силовые факторы в собственно шпангоуте. 

Обобщенные силовые факторы в оболочке при переходе через 
шпангоут ( 0, jα = α −  0)jα = α +  имеют особенности: 1,N 1,S 2 ,S  

1,Q 1M  — конечные скачки; 2 2 2 2 3 2, , , , ,N S Q M M H  — особенности 
типа дельта-функции. 

(4) 
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Система дифференциальных уравнений равновесия подкреп-
ленной шпангоутом оболочки. При построении уравнений равнове-
сия в перемещениях из уравнений равновесия (4) следует исключить 
неизвестные силовые факторы, для которых согласно гипотезе 
Кирхгофа — Лява — Клебша соотношения упругости отсутствуют. 
Из выражения (1) [14] и соотношений упругости для конической 
оболочки (3) и шпангоута (см. (80)–(82) [14]) соотношения упругости 
существуют лишь для 1 2 1 1 2 3 1, , , , , , ,N N S M M M H  в то время как 

2 1 2, ,S Q Q  могут быть найдены из уравнений равновесия и поэтому 
подлежат исключению из последних. Промежуточное положение в 
этом отношении занимает момент 2H  (см. (1) и (83) [14], а также  
(3)), поскольку этот момент зависит от перерезывающих сил в попе-
речном сечении шпангоута, если последний прикреплен к эквива-
лентной оболочке эксцентрично. Тогда для момента 2H  не распола-
гаем полноценным соотношением упругости. При этом дифференци-
альные уравнения равновесия «единой» оболочки можно свести к 
трем уравнениям относительно перемещений ,  ,u wϑ , однако соответ-
ствующее преобразование нетривиально. 

Предварительно решим, как обычно, моментные уравнения рав-
новесия относительно 2S , 1 2,Q Q , игнорируя пока зависимость 2H  
от перерезывающих сил в шпангоуте: 
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Уравнения (5), (7) проинтегрируем по α  в окрестности линии 
контакта j-го шпангоута .jα = α  Учитывая выражения (1) [14], запи-
шем  
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Внесем в полученные выражения «неполноценное» соотношение 
упругости (83) [14] и получим систему уравнений относительно пе-
ререзывающих сил 1
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откуда, пренебрегая произведениями безразмерных эксцентриситетов 

вида 
B
∆ , которые считаем малыми, и деформаций по сравнению с 
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где *
jr  — радиус линии центров изгиба j-го шпангоута. 

Внесем полученные выражения в «неполноценное» соотношение 
упругости (83) [14] и, пренебрегая произведениями тех же малых ве-
личин, запишем 

( )2 3 1
ш * ш * ш

3 1*
1 .

j

j
n j k j n j j n j

jj

r
M GJ M M

rr β α=α
∂= τ + ∆ − ∆
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               (10) 

Далее, используя (9) и (10), получим с той же точностью «полно-
ценное» соотношение: 
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2

ш

3
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j
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Таким образом, для момента 2H  в конической оболочке (см. (1)  
[14]) имеем с учетом выражения (11) соотношение упругости, что 
позволяет, исключив по обычной схеме усилия 2 1 2,   ,  S Q Q  из диффе-
ренциальных уравнений равновесия «единой» оболочки, получить 
три дифференциальных уравнения равновесия «единой» оболочки 
относительно перемещений ,  , u wϑ . 

Рассмотрим упрощенный вариант нелинейных дифференциаль-
ных уравнений равновесия оболочки в форме (4). Внося в эти урав-
нения выражения (5)–(7) и удерживая, как и всюду выше, лишь квад-
ратичные нелинейные члены, представим окончательно уравнения 
равновесия оболочки в форме 
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(12) 
Исключив с помощью соотношений упругости и деформацион-

ных соотношений из (12) силовые и деформационные неизвестные и 
перерезывающую силу 1Q  с помощью последнего уравнения, полу-
чим систему из трех дифференциальных уравнений равновесия «еди-
ной» оболочки в перемещениях. Однако эти уравнения в настоящей 
работе ввиду их громоздкости не приводятся. 

Выделение линейных операторов эквивалентной оболочки. 
Представим полученные дифференциальные уравнения «единой» 
оболочки (12) в следующем виде: 
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( )

( )

( )

( )

1 1 1

1 1 2

1 3

1 1 4

0;

sin 0;

0;

0,

∂ ∂+ + =
∂α ∂β
∂ + γ + =

∂α
∂ + =

∂α
∂ − + =

∂α

N B A S ABq

S B A S ABq

Q B ABq

M B ABQ ABq

             (13) 

где 1 2 3 4,  ,   , q q q q  — «фиктивная» нагрузка. 
Запишем систему уравнений (13) в векторном виде, используя 

соотношения упругости для силовых факторов оболочки и соответ-
ствующие деформационные соотношения: 

( ) , 1,  2,  3,  4i i iABq L T i= + = ,                           (14) 
где  

2

1 2 3 22cos sin ;∂ ∂= γ + − γ
∂β ∂β

A AL H M A N
B B

  

2 2 3 2sin co ;s∂ ∂ ∂= + γ − γ
∂β ∂β ∂β

A AL A N M M
B B

  

2

3 2 2 22 sin co ;s∂ ∂= + γ + γ
∂β∂β

A AL M H A N
B B

  

4 2 3 2cos sin ;∂= − γ − γ
∂β

L A H A M A M  

( ) ( )1 1 2 2 1 2cosβ
∂ ∂ ∂= ε +  −  τ + γ + ∂α ∂β ∂α

wT N B A M M N  

( )1 1 2 2 3sin cos
 ∂ ∂+χ − γ + − γ + ∂α ∂β 

M B A M A H A M  

2 2 2 2 2
cossinβ

 ∂ ∂  γ  +τ + γ − ε + χ −      ∂β  ∂β  
A M A H A H

B
     (16) 

( )2 3 1 2 31 ;A wM ABp Bp
B

 ∂ ∂ ∂− ε + + ε + ∂β  ∂β  ∂α
 

( ) ( )2 1 2 1 2 1 2
1 1sin β

 ∂ ∂ ∂ ∂= ε + γ αε + τ + − ∂α ∂α  ∂α ∂β 
T S B A S AB M H

A B
  

(15) 
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2 3 2 2 2
1 cossin cos ∂ ∂ γ ∂   − γ ε + γ + ε + χ +      ∂α ∂β ∂β

wA M A M
B B

 

( )2 2 31 cos ;
 ∂+ + ε + + γ ϑ  ∂β 

wABp Ap  

( )2
3 1 2 2 3

1 sin cos
 ∂ε ∂ ∂= − γ + − γ − ∂α ∂α ∂β 

T M B A M A H A M
A

       

2 2 2 2 3
cossin β

 ∂ ∂ γ ∂ − ε + γ ε + + τ −   ∂β ∂β ∂α 

A wM H M B
B A

 

 2 2 2 1 1 2 2 2
cossin

 ∂ ∂ γ − ε + γ − χ − ε + χ −    ∂β  ∂β 
A M H N AB N AB
B B

 (16) 

( )1 2 3 3 22 cos 1β
 ∂−τ + γ + + + ε −  ∂β 

ABS A H A M ABp  

1 2 cos ;∂ ∂ − − + γ ϑ  ∂α ∂α
w wBp Ap  

2
4 1 3 2 2 2 2

cos∂ε γ ∂ = + ε + χ − ε +  ∂α ∂β
T M B ABM A H

B
  

2 2sin cos .∂ + γ ε + γ  ∂α
wM A  

Поскольку в конической оболочке в силу принятых допущений (3) 
силовые факторы об об об об

22 22 12 21 0N M M M= = = =  и об об
12 21N N= , то нели-

нейные дифференциальные уравнения равновесия «единой» оболоч-
ки (13) совпадают по виду с линейными дифференциальными урав-
нениями равновесия эквивалентной оболочки, если члены 

1,  2,  3( 4),  =iq i  трактовать как некоторую «фиктивную» нагрузку на 
эквивалентную оболочку. Это обстоятельство позволяет перейти от 
системы дифференциальных уравнений (13) с сингулярными коэф-
фициентами к системе интегродифференциальных уравнений с регу-
лярными внеинтегральными операторами, поскольку эквивалентная 
оболочка статически определима в малом. 

Интегродифференциальные уравнения равновесия и соотно-
шения упругости эквивалентной оболочки. Трактуя в уравнениях 
(13) члены 1,  2,(  3,  4)iABq i =  как некоторую «фиктивную» нагрузку 
на эквивалентную оболочку, запишем общий интеграл этих уравне-
ний. Проинтегрируем второе и третье уравнения системы (13) отно-
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сительно 1S  и 1Q  соответственно как обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения, считая переменную β  параметром. Далее,  
по-прежнему считая β  параметром, проинтегрируем первое уравнение 
относительно 1N , исключив из него предварительно 1S , и четвертое 
уравнение относительно 1M , исключив из него предварительно 1Q . 

Опуская промежуточные выкладки, приведем окончательный ре-
зультат: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 00 0 0
1 1 0 1

,
, , 1 ,

S AN N A q d
r

α

α

∂ α βα α α ξ α β = α β + − − ξ β ξ +  α ∂β α α∫  

( )
0

2 ,
1 ;

sin

α

α

∂ ξ βξ ξ + − ξ  γ α α ∂β∫
qA d  

( ) ( ) ( )
0

2 2
0

1 1 0 22 2, , , ;S S A q d
α

α

α ξα β = α β − ξ β ξ
α α∫              

(17)
 

( ) ( ) ( )
0

0
1 1 0 3, , , ;Q Q A q d

α

α

α ξα β = α β − ξ β ξ
α α∫  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

0 0
1 1 0 1 0 0

2
3 4

, , ,

, , ,

AM M Q

A q d A q d
α α

α α

α αα β = α β + α β α − α −
α α

ξ ξ− α − ξ ξ β ξ − ξ β ξ
α α∫ ∫

 

(здесь α   отсчитывается от вершин конуса). 
Выражения (17) представляют собой нелинейные интегродиффе-

ренциальные уравнения равновесия оболочки. Под «фиктивной» 
нагрузкой 1 2 3 4, , ,q q q q  здесь следует понимать выражения (14), где 
линейные операторы 1 2 3 4, , ,L L L L  и нелинейные операторы 

1 2 3 4, , ,T T T T   определяются выражениями (15), (16). 
Из формулы (1) [14] следует, что регулярные соотношения упру-

гости конической оболочки совпадают с соотношениями упругости 
для эквивалентной оболочки. На основании (3), (59) [13] запишем 

3 2
1 2

1 1 1 2 2
1

1;     ;   .
12

 ∂ ∂ ∂ ϑ ∂ = = + = −   ∂α ∂β ∂α ∂α 

k Eh u Gh u r k Eh wN S M
A k r A r A

    (18) 

Коническая оболочка геометрически неизменяема в малом, что 
позволяет разрешить соотношения упругости (18) относительно пе-
ремещений ,  , u wϑ , т. е. перейти к соотношениям упругости в инте-
гродифференциальной форме. 
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Построим общий интеграл системы (18). Первое и третье уравне-
ния можно проинтегрировать относительно u  и w  соответственно 
как обыкновенные дифференциальные уравнения, считая перемен-
ную  β  параметром. Затем, по-прежнему считая  β  параметром, про-
интегрировать второе уравнение относительно ϑ , исключив из него 
предварительно u . 

Опуская промежуточные выкладки, запишем окончательный ре-
зультат: 

( ) ( ) ( )
0

1
0

1

,
, , ;

N
u u A d

k Eh

α

α

ξ β
α β = α β + ξ∫  

( ) ( ) ( )0
0

0 0

,1, , 1
sin

∂ α β  
ϑ α β = ϑ α β + − + γ ∂β  

ur r
r r

 

( )
( ) ( )

0 0

1 1
1

1

,11 , ;
sin

α α

α α

∂ ξ β α+ − ξ + ξ β ξ γ  ξ  ∂β ξ∫ ∫
NA kd Ar S d

k Eh r Gh
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

12
0 0 3

2

, ,
, , 12 .

w M
w w A d

k Eh

α

α=α α

∂ α β ξ β
α β = α β + + α − α − α − ξ ξ

∂α ∫  

Таким образом, из (19) вытекают не только регулярные соотно-
шения упругости конической оболочки (18), но и геометрические 
граничные условия на краю оболочки 0α = α . 

Матричная интерпретация интегродифференциальных урав-
нений равновесия и соотношений упругости. Рассмотрим четырех-
мерную вектор-функцию силовых факторов в поперечном сечении 
оболочки constα = и запишем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1, , ,   , ,   , ,   , .N S Q Mα β = α β α β α β α β                 (20) 
Тогда интегродифференциальные уравнения равновесия «единой» 
оболочки (17) могут быть представлены в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0, Γ , K , , ,T T d
α

β β
α

α β = α α β + α ξ ξ β ξ∫                  (21) 

где 

( )

( )

2

2

2

1 0 0
sin

0 0 0
Γ ;

0 0 0

0 0

β

 ξ ξ ξ ∂  − −   α γ α α ∂β
 
 ξ
 αα =  

ξ − α 
ξ ξ − α − ξ −  α α

T

AA

A

A

A A

 

(19) 
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4 4×  — матрицы линейных дифференциальных операторов по коор-
динате β , ( ),α β — четырехмерный вектор «фиктивных» нагрузок, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , , , , , , ,q q q qα β = α β α β α β α β .              (22) 

Наряду с четырехмерным силовым вектором   (20), «расширен-
ный» четырехмерный вектор перемещений 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* ,
, , , , , , , .

w
u w

 ∂ α β 
α β = α β ϑ α β α β ∂α 

                 (23) 

Тогда интегродифференциальные соотношения упругости (21) могут 
быть представлены в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

* *
0 β, Γ , Λ , , ,U d

α

β
α

α β = α α β + α β ξ β ξ∫    

где 

( ) 0 0

0

1 0 0 0

1 1 0 0
Γ sin

0 0 1
0 0 0 1

β

 
  ∝ ∝ − α = γ  ∝  ∝ 
 ∝ − ∝ 
  

U ; 

 
  

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1
β

1
2

3
2

        0 0                     0

0                     0
1Λ , .

             0          0 0 12

 
 ξ ξ ξ
 

ξ  α ∂−∝ β =    ξ ξ ξξ ξ ξ  ξ  ∂β 
 
 − ∝ −ξ ξ ξ ξ 

А
k E h

АkА
G hk E h

A
k E h

 

 
Здесь также 4 4×  — матрицы линейных дифференциальных опера-
торов по координате β . 

Как было отмечено ранее, из интегродифференциальных уравне-
ний равновесия (17) и регулярных соотношений упругости в интегро-
дифференциальной форме (19) вытекают дифференциальные уравнения 
равновесия (13) и регулярные соотношения упругости (3). Поэтому, 
присоединяя к (17) и (19) сингулярные соотношения упругости для 
остальных сингулярных силовых факторов, получим замкнутую си-
стему уравнений конической оболочки. 
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Исключив из уравнений конической оболочки силовые факторы с 
помощью соотношений упругости и геометрических соотношений, 
из нелинейных членов получим уравнения равновесия конической 
оболочки в перемещениях. 

Воспользовавшись матричной формой записи, сначала внесем 
(20) в (23). Опуская промежуточные выкладки, приведем сразу окон-
чательный результат: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

α
* *

β 0 β 0 β
α

, Γ α α ,β Λ α α ,β α,ξ ξ,β dξ,α β = + + ∫U U       (24) 

где 4 4×  — матрицы линейных дифференциальных операторов по 
координате β ; 

( ) ( ) ( )
0

α

β β
α

Λ α Λ α,ξ Γ ξ dξ,β = ∫ T                              (25) 

( ) ( ) ( )
0

α

β β
α

, Λ α,η η,ξ dη.β α ξ = ∫U T                          (26) 

Далее на основании выражения (14) определим вектор «фиктив-
ных» нагрузок: 

( )1
L TAB

= +   ,                                        (27) 

где составляющие , i iL T   четырехмерных векторов ,  ,L T   пред-
ставляющие собой значения некоторых операторов на вектор-функциях 
перемещений ,  выразим через (15) и (16) соответственно. 

Как следует из представлений (1) [14] обобщенных силовых фак-
торов в оболочке, векторы 

S
L L=   ,   ,R S

T T T= +                                     (28) 

где индекс R соответствует дифференциальным операторам с регу-
лярными коэффициентами, а индекс S — операторам с сингулярными 
коэффициентами, содержащими особенности типа дельта-функции. 

Векторы операторов с сингулярными коэффициентами на осно-
вании формулы (1) [14] запишем в следующем виде: 

( );
j

S ш
L L j

j
α=α= δ α − α∑                                 (29) 

( ),
j

S ш
T T j

j
α=α= δ α − α∑                                  (30) 
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где векторы операторов ш ш, L T   имеют соответственно указанные 
ниже составляющие: 

2 2 3

2
ш ш ш
1 2

cos 1sin ;γ ∂ ∂= − γ − +
∂β ∂βn n nL N M M

r r
  

2 1 3
ш ш ш
2

cos si ;n∂ γ ∂ γ ∂= − +
∂β ∂β ∂βn n nL N M M

r r
  

2 1 2

2
ш ш ш
3 2

1 sincos ;∂ γ ∂= γ + +
∂β∂βn n nL N M M

r r
  

1 2 3
ш ш ш
4 sin cos ;∂= − γ + − γ

∂βn n nL M M M  

( )2 1 1 1
ш ш ш ш ш

1 1
cos sinn n n n

wT N M M M
A β β

γ ∂ ∂ ∂= + τ + τ − γ χ +
∂α ∂β ∂β

  

2 2 2
ш ш ш

1 2 2
cossin β

∂ ∂  γ  +χ + γ τ − ε + χ −   ∂β ∂β  
n n nM M M

r
 

3 3
ш ш

2 1 ;cos
 ∂ ∂− ε − γ χ ∂β  ∂β n nM M  

 

1 2 3
ш ш ш ш

2 2 2 2
cos 1 cossin ,β

γ ∂ ∂ γ ∂ ∂   = ε + χ + τ − γ ε +      ∂β ∂β ∂α ∂βn n n
wT M M M

r r A
  

( ) 2 1 1
ш ш ш ш2

3 2 2 2
sin 1cos

 γ ∂ε ∂ ∂= − γ ε + χ − − ε − ∂α ∂β  ∂β n n nT r N M M
A r

    (32) 

1 2 1

2
ш ш ш2 2

22
1 cossinε ∂ ∂ ε ∂ ∂  γ ∂    − + − γ ε + −       ∂α ∂β ∂β ∂α∂β  

n n n
r wM M M

r A r r A
 

2 3 3
ш ш ш2coscos 2 ;β

β β
∂τ γ ∂ε ∂− γ τ − + − τ  ∂α ∂β  ∂βn n nM M M

A
  

( )1 2 3
ш ш ш ш

4 2 2 2 2
cosi o .s n c sγ ∂ ∂ = γ ε + − ε + γ ε + χ  ∂α ∂βn n n

wT M M r M
A

  

На основании деформационных соотношений (59) и (84), представлен-
ных в работе [13], соотношений упругости для шпангоута (80)–(83), 
приведенных в работе [14], а также соотношений (11) правых частей 
выражений (31), (32) запишем следующие операторы: 

(31) 
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2 2

2

1 2 2

1 1 1 cossin cos ;    ;

1 ;

β
   ∂ϑ ∂ ∂ γ ∂ε = + γ − γ τ = −    ∂β  ∂α  ∂β  ∂β

∂χ = −
∂α

w uu w
r A r r

w
A

    (33) 

2

2 2
1 sin cos ;r w
r A

  ∂ ∂ ∂ϑχ = − + γ + γ  ∂α ∂β∂β   
 

2

2
3

2
ш

2
1

2

1 sin sin  cos
cos

;
1 cos

cos

 ∂ϑ ∂ γ ∂ ∆+ γ − γ − + − ∂β γ ∂α∂β 
=

 ∂ γ ∂ ∆− + γ ∂α∂β 

n

w R wu w
A REFN

r u R w
A R

  (34) 

1

2 11
3

2 2
ш

2 13

2 2

1 sinsin   cos  
cos

;
cos 1 cos

cos

  ∂ϑ ∆ ∂ γ ∂+ γ − γ − + −   ∂β  γ ∂α∂β 
=

γ  ∂ γ ∂− + γ ∂α∂β 

n

F w R w Ju w
R A REM

u R w J
A R

 

( ) ( )

2
ш

2

3
* 11 * 13 * 33 * 13
1 3 3 13 3

1 1 cos

;

n k
w uM GJ

A r r

E J J w J J u
R

  ∂ ∂ γ ∂= − − +  ∂α  ∂β  ∂β 
∂  + ∆ − ∆ − ∆ − ∆ ∂β

 

3

2 13
1

2 2
ш

2 33

2 2

1 sinsin   cos  
cos

,
cos 1 cos

cos

n

F w R w Ju w
R A REM

u R w J
A R

  ∂ϑ ∆ ∂ γ ∂+ γ − γ − + −   ∂β  γ ∂α∂β 
=

γ  ∂ γ ∂− + γ ∂α∂β 
 

где 11 13 33 * *
1 3 1 3,  ,  ,  , ,  ,   , ,   ,  ,∆ ∆ ∆ ∆kE G F J J J J  — некоторые функции 

переменной ,α  непрерывные на линиях jα = α  контакта шпангоутов 
с оболочкой и совпадающие при jα = α  с соответствующими харак-
теристиками шпангоутов. 

Вектор операторов с регулярными коэффициентами представим в 
виде суммы векторов: 
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R RR RP
T T T= +   ,                                         (35) 

где   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2 1 1 1

1
1 2 1 2

2
1 1 1

2
1

sin
;

1

β

β

∂ ∂ ∂ε − τ + χ
∂α ∂β ∂α
∂ ∂ ∂ε − γ αε + τ

∂α ∂α ∂α=
∂ε ∂ − χ
∂α ∂α

∂ε
∂α

RR
T

N r A M M r

MS r A S r

M r N Ar
A

M r

                   (36) 

( )

( )

( )

1 2 3

2 2 3

3 2 1 2

1

1 cos
.

1 cos

0

∂+ ε +
∂α

 ∂+ ε + + γ ϑ  ∂β =
 ∂ ∂+ ε − − + γ ϑ ∂α  ∂β 

RP
T

wArp rp

wArp Ap

w wArp rp Ap

                  (37) 

 
Внешняя нагрузка на оболочку может зависеть от характера де-

формирования оболочки, вследствие чего можно предположить,  что 
операторы в (37) в общем случае нелинейны. Если внешняя нагрузка 
не зависит от деформирования оболочки («мертвая» нагрузка), то эти 
операторы линейны. 

Внесем (28) в уравнения (24) и (21), тогда на основании (29) и 
(30) запишем 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
0 0, Γ , Λ ,U

β βα β = α α β + α α β +    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

ш ш1 1 , , ,  

1   , , ;

β

α

β
α

 + α α α β + α β θ α − α + 

ξ+ α ξ ξ β
ξ

∑

∫

U
j L j T j j

jj

U R
T

A r

d
A r

  

 
       

(38)
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0

ш ш

, Γ ,
1 1 , , ,

1 , , ,

β

β

α

β
α

α β = α α β +

 + α α α β + α β θ α − α + 

ξ+ α ξ ξ β
ξ

∑

∫

T

T
j L j T j j

jj

T R
T

A r

d
A r

 

  

 

          (39) 

где θ  — функция Хевисайда (единичная ступенчатая функция), при-
чем «смещенная». Запишем 

( ) 1,  0;
0,  0.

α ≤
θ α =  α >

 

Заключение. Выражение (38) представляет собой основное инте-
гродифференциальное уравнение равновесия «единой» оболочки в 
перемещениях. Несмотря на то, что функция Хэвисайда разрывна, 
правая часть этого уравнения непрерывна, так как при jα = α  мно-
жители при ( )jθ α − α  обращаются в нуль. Выражение (39) служит 
для формулировки статических граничных условий в концевом сече-
нии оболочки Lα = α . Геометрические граничные условия в этом се-
чении формулируются непосредственно с помощью выражения (38). 

Отметим также, что разработанная математическая модель поз-
воляет упростить исследования гофрированных оболочек. На основе 
полученных разрешающих уравнений несложно построить алгоритм 
для исследования напряженно-деформированного состояния и устой-
чивости дискретно подкрепленных конических оболочек. 

Таким образом, полученные разрешающие интегродифферен-
циальные уравнения равновесия позволяют достаточно просто полу-
чить решение для продольно-гофрированной конической оболочки, 
подкрепленной дискретным набором шпангоутов.   
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Mathematical model for computing parameters  
of a longitudinally corrugated conical shell  

supported by frames 
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The paper investigates the stress-strain state of a thin shell using a mathematical model 
according to which a longitudinally corrugated shell may be represented by a continuous 
set of stringers oriented along the generatrices of a conical surface. The stringers are 
only linked longitudinally, each of them undergoing just tension-compression and bend-
ing in the axial section plane of the rotational shell. A conical shell supported by a dis-
crete set of frames is a discrete-continuous system studied by means of the generalised 
function approach. The authors derived integrodifferential conical shell equilibrium 
equations in terms of generalised displacements, which are of interest for those specialis-
ing in calculating thin shell structure parameters.   
 
Keywords: mathematical model, conical shell, discrete set of frames, generalised function 
approach 
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