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Рассмотрена задача оптимальной встречи в горизонтальной плоскости двух ма-
териальных точек в нелинейной постановке.  Скорости  игроков в  указанной зада-
че постоянны по модулю. Цель управления процесса встречи игроков — минимиза-
ция конечного расстояния между игроками при заданных начальных условиях. 
Задача рассматривается на фиксированном отрезке времени. В качестве управле-
ния принят угол между линией визирования и вектором скорости первого игрока; 
второй игрок использует метод пропорционального наведения. Такая задача мо-
жет быть актуальна при планировании траекторий сближения самолета-
заправщика с беспилотным летательным аппаратом. Применение принципа мак-
симума позволяет свести задачу оптимального управления к анализу фазового 
портрета системы двух нелинейных дифференциальных уравнений. Проведен  
качественный анализ системы, исследованы характерные свойства траекторий 
игроков в горизонтальной плоскости, приведены результаты численного решения 
краевой задачи.  
 
Ключевые слова: принцип максимума Понтрягина, метод пропорционального 
наведения, фазовый портрет, задача оптимального управления.  

 
Введение. Задачи преследования-уклонения традиционно отно-

сятся к классическим примерам теории дифференциальных игр и ис-
следуются на основе игрового подхода. Обзор ключевых работ по-
добного рода приведен в статье [1]. В настоящее время в научных 
публикациях применяют иной подход, когда стратегия одного из иг-
роков фиксируется, для другого — решается задача оптимального 
управления. Этот подход, концептуально проще, чем игровой, позво-
ляет применять более реалистичные модели для описания движения 
игроков. В качестве фиксированной стратегии преследователя при-
меняется метод пропорционального наведения с постоянным коэф-
фициентом, который при некоторых постановках является оптималь-
ной стратегией для преследователя [2]. В работах [3, 4] рассмотрена 
гибридная стратегия преследователя, когда коэффициент в законе 
пропорционального наведения может быть переменным. В большин-
стве работ по оптимальным задачам преследования-уклонения, где 
результаты удавалось получить в замкнутом виде, авторами предпо-
лагалось, что относительная траектория может быть линеаризована 
около начальной линии визирования. Такая гипотеза справедлива, 
когда до встречи остается несколько секунд, т. е. при анализе заклю-
чительного этапа сближения. При этом необходимо учитывать запаз-
дывание в системе наведения преследователя. Однако если время 
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процесса настолько велико, что линия визирования может поворачи-
ваться на углы больше π/4, следует использовать нелинейные кине-
матические уравнения. В этом случае запаздыванием в системе наве-
дения можно пренебречь. В работе [5] с использованием точных 
нелинейных уравнений движения был получен оптимальный закон 
наведения для летательного аппарата (ЛА), преследующего маневри-
рующую цель. Авторы [5] предположили, что преследователь владе-
ет полной информацией о движении цели. Такой же подход в случае 
перехвата в плоскости применяется в работе [6]. Задача оптимально-
го уклонения от преследователя, использующего метод пропорцио-
нального наведения рассматривается в статье [7]. Задача максимиза-
ции времени до захвата цели была исследована с предположениями, 
что отношение скоростей и значение константы в законе пропорцио-
нального наведения являются такими, что захват цели гарантирован. 
В работе [8] проведен качественный анализ задачи оптимального 
уклонения на плоскости от преследователя, использующего метод 
пропорционального наведения.  

Цель настоящей статьи — решение задачи минимизации конечного 
расстояния между игроками (игрок 1, игрок 2) за фиксированное время. 
Авторы настоящей статьи продолжают исследование, начатое в [9].  

В качестве математической модели задачи используется, как и  
в [5–11], модель Маркова — Дубинса, т. е. исследуется кооператив-
ная игра, в которой стратегия одного игрока подлежит определению, 
а стратегия другого является фиксированной. Вместо задачи уклоне-
ния авторы настоящей статьи рассматривают задачу оптимальной 
встречи с ЛА, использующим метод пропорционального наведения. 
Такая задача актуальна при планировании траекторий сближения са-
молета-заправщика с беспилотным ЛА. Метод исследования основан 
на подходе, примененном в работе [8]. 

Постановка задачи. Уравнения движения игроков имеют вид: 
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Здесь r — безразмерное расстояние между игроками;   — угол меж-
ду вектором скорости второго игрока и линией визирования; α — 
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угол между вектором скорости первого игрока и линией визирования 
(данный угол авторами настоящей статьи будет рассмотрен в каче-
стве управления); η — угол между линией визирования и фиксиро-
ванной осью; 1 1 2 2( , ), ( , )x y x y  — координаты первого и второго игро-
ков соответственно; a — постоянная, связанная с константой закона 
пропорционального наведения выражением 1, a k  0;a  b  — от-
ношение скоростей второго и первого игроков, 0b  (рис. 1). Произ-
водная по безразмерному времени обозначена точкой. Векторы ско-
ростей игроков обозначены V1 и V2, а сами игроки — цифрами 1 и 2.  

 

Рис. 1. Геометрия встречи игроков 
 
Краевые условия для систем (1), (2) имеют вид:  

0 0(0) ,β(0) β , r r                                          (3) 

0 1 10 1 10 2 20 2 20η(0) η , (0) , (0) , (0) , (0) .    x x y y x x y y  

По условию задачи время окончания процесса Т задано. 
Целью управления является минимизация функционала J: 

α
( ) min .


 

U
J r T                                            (4) 

Система (1) отделяется от системы (2). Если экстремальный закон 
( ), ( ), ( ) r t t t найден, то остальные переменные задачи можно найти 

с помощью квадратур. Задача оптимального управления принимает 
следующий вид: на траекториях системы (1) с начальными 
условиями (3) минимизировать функционал (4). Конечные условия 
системы (1) свободны. 

Анализ задачи. Функция Понтрягина Н [12] для задачи (1), (3), 
(4) имеет вид 

(cos cos ) (sin sin ) / ,         rH b a b r C  

где С — константа. 
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Уравнения для сопряженных переменных запишутся в виде: 

  2sin sin / ( ) ,      r a b r                            (5) 

( sin cos / ).      rb a r                           (6) 

Из условий трансверсальности получим следующие соотношения:  

( ) 1, ( ) 0.r T T                                      (7) 

Условия максимума функции H по управлению α имеют вид: 

0 ( cos ) / sin 0,
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Из соотношений (8) получаем  

( tg ) / .rr a                                       (10) 

Из условий трансверсальности (7) и (9) следует tg ( ) 0,T   

cos 0,  r  откуда ( ) .  T  Дифференцируя соотношение (10) по 

времени как сложную функцию по аргументу t  в силу системы урав-
нений (1), (5), (6), получаем выражение для α: 
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Таким образом, задача оптимального управления в (1), (3), (4) 
сведена к следующему: найти решения системы трех дифференци-
альных уравнений  
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       (12) 

с краевыми условиями  

0 0, ,(0) β(0) β α( ) π.  r r T                              (13) 

Для анализа краевой задачи, составленной из системы (12) и 
условий (13), рассмотрим сечение фазового пространства динамиче-
ской системы плоскостью r = const. Далее ограничимся анализом си-
стемы двух уравнений  

β (sinα sinβ) / ,

α ( 1)cosα sin(α β) / (sin α sinβ) /

a b r

b a r b r

  


     




         (14) 

с краевыми условиями 

0 ,β(0) β α( ) π. T  

Отметим, что нули правых частей системы (14) не зависят от r. 
Следовательно, фазовый портрет системы (14), типы и расположение 
особых точек также не зависят от r. Его значение определяет лишь 
скорость движения по фазовым траекториям. 

Система (14), рассматриваемая на торе, имеет восемь состояний 
равновесия. Развернув тор на плоскость (β, α), получим в квадрате 
[ ; ] [ ; ]      тринадцать особых точек: 

а) (0; 0), ( ; ), ( ; ), ( ; ), ( ; ), (0; ), ( ; 0), ( ; 0), (0; );                

б) ( arcsin(1/ ); / 2); b ; 

в) ( ( arcsin(1/ ); / 2)).  b  
Отметим, что стационарные решения определены с периодом 2π. 

Линеаризация системы (14) в окрестности стационарных решений 
приводит к следующему характеристическому уравнению: 

2

2 2

[( 1)( sin sin( ) cos cos( )) cos cos ] /

( 1)( sin sin( ) cos cos cos cos( )

(cos ) cos( )) / 0.

                
              

    

a b b ab r
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Анализ линеаризованных уравнений, позволяющих определить 
тип стационарных решений, представлен ниже: 

1:b  
решения а     представлены точками типа седла; 
решения б     представлены точками типа устойчивого 

узла; 
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решения в     представлены точками типа неустойчиво-
го узла; 

1:b  
решения (0, ), ( ,0), ( ,0), (0, )       представлены точками 

типа седла; 
решение (0,0)       представлено точкой типа устойчивого

фокуса или узла; 
решения ( , ), ( , ), ( , ), ( , )          представлены точками ти-

па неустойчивого фокуса или узла. 
Фазовые портреты системы (14) со значениями параметра 2b   

и 1 / 2b  представлены на рис. 2, а, б соответственно. Анализ фазо-
вых портретов позволяет определить качественные характеристики 
экстремальных траекторий.  

 

Рис. 2. Фазовые портреты системы (14): 
а — 1, 2; a b б — 1, 1 / 2 a b  

 

Области начальных условий, из которых возможно достижение 
конечного многообразия, на фазовом портрете выделены зеленым 
цветом. Из анализа фазового портрета следует: 

 если β0 > 0, то α0 > π;  
 если β0 < 0, то α0 < π.  
В соответствии с фазовым портретом α0 и β0 лежат в разных по-

луплоскостях. По данным на рис. 2 видно, что при 1b  функции 
( ) t  и ( ) t  вдоль экстремальной траектории меняются монотонно. 

При больши́х временах наибольший вклад в функционал вносит 
движение в окрестности точки типа седла.  

Результаты численного моделирования. Численное решение кра-
евой задачи (12), (13), к которой была сведена задача оптимального 
управления (1), (3), (4), было проведено при 1, 2 a b  и 1, 1/ 2. a b  
Результаты расчетов показаны на рис. 3, а, в, д и 4, а, в, д. 
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Рис. 3. Траектории движения первого и второго игроков в плоскости ( , )x y   

при 1, 2 : a b  

а, б — 0 0/ 4, 12, 4;    r T  в, г — 0 0/ 2, 12, 5;    r T  

д, е — 0 03 / 4, 12, 9    r T  

 
Краевая задача (12), (13) решалась методом стрельбы и дихото-

мии, решение соответствующих задач Коши проводилось в MATLAB 
ODE 45 (метод Рунге — Кутты четвертого порядка c автоматическим 
выбором шага интегрирования). 

Траектории движения игроков в плоскости ( , )x y  были получены 
путем интегрирования систем (2), (12). Результаты моделирования 
согласуются с анализом фазового портрета. Следует отметить, что 
в начальный момент времени векторы скоростей первого и второго 
игроков оказались направлены в разные стороны от линии визирова-
ния. В качестве траектории сравнения было проведено моделирова-
ние для иной стратегии первого игрока: для метода погони, при кото-



Э.И. Макиева, О.Ю. Черкасов 

8                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 4·2020 

ром его вектор скорости в каждый момент времени направлен точно 
на второго игрока (конечное условие на положение вектора скорости 
первого игрока также выполняется). Соответствующие траектории 
сравнения приведены на рис. 3, б, г, е и 4, б, г, е. 

 

Рис. 4. Траектории движения первого и второго игроков в плоскости ( , )x y   

при 1, 1 / 2 : a b  

а, б — 0 0/ 4, 12, 4;    r T  в, г — 0 0/ 2, 12, 5;    r T   

д, е — 0 03 / 4, 12, 9    r T  

 
На рис. 5 представлены графики ( ) t  и ( ) t  для случая 

0 03 / 4, 12, 9,    r T  1, 2. a b  
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Рис. 5. Закон изменения α и β от времени t: 
а — ( ); t  б — ( ) t  

 
Из рис. 3 и 4 видно, что расстояние в конечный момент времени 

между игроками, в случае реализации первым игроком метода пого-
ни, больше, и эта разница увеличивается с возрастанием величины 
фиксированного времени процесса. 

Заключение. Авторами настоящей статьи исследована нелиней-
ная задача встречи движущихся объектов с фиксированной страте-
гией наведения у одного игрока и оптимальной — у другого. С по-
мощью принципа максимума Понтрягина задача оптимального 
управления сведена к краевой задаче для исходных переменных. 
Проведен качественный анализ системы, исследованы характерные 
свойства траекторий, проиллюстрированные численным моделиро-
ванием.  
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The paper analyzes a nonlinear problem of optimal rendezvous of two material points in 
the horizontal plane. The velocity of both participants is constant modulo. The aim of 
control is to minimize the final distance between participants under given initial condi-
tions. The approach time is fixed. The angle between the line of sight and the velocity 
vector of the Participant 1 (P1) is used as a control variable. The Participant (P2) uses 
the proportional-navigation law. This task may be relevant when planning the approach 
paths of a tanker aircraft to an unmanned aerial vehicle, or in the case of intercepting an 
attacking unmanned aerial vehicle by a target simulator missile launched from a real 
target. The principle of maximum procedure allows reducing optimal control problem to 
the problem of analyzing the phase portrait of a system of two nonlinear differential 
equations. A qualitative analysis of the system is performed, the characteristic properties 
of the trajectories of the participants in the horizontal plane are investigated and the re-
sults of numerical solution of the boundary value problem are presented. 
 
Keywords: Pontryagin maximum principle, proportional-navigation law, phase portrait, 
optimal control problem 
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