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Рассмотрена задача о собственных движениях вращающейся жидкости, частич-
но заполняющей осесимметричный сосуд при наличии истечения через жесткое 
дно. Задача решена в квазистационарной постановке в рамках модели идеальной 
жидкости с учетом гидравлических потерь при протекании жидкости через дно 
сосуда. Численное исследование проведено с использованием метода конечных эле-
ментов. Исследован спектр собственных чисел и выявлены характеристики волно-
вых движений жидкости. Численные расчеты подтверждают возможность по-
явления на поверхности слива волновых движений ― волн слива, обусловленных 
наличием истечения жидкости через дно сосуда. Изложены результаты расчетов 
волновых чисел и комплексного коэффициента затухания. Приведенные результа-
ты исследований могут быть использованы при практических расчетах динамиче-
ских режимов на стадии проектирования перспективных аппаратов ракетно-
космической техники.  
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Введение. Первые работы, посвященные волновым движениям 

несжимаемой вращающейся жидкости, носили прикладной характер 
и были в основном связаны с проблемами геофизики и астрономии,  
в частности, с приливами Мирового океана. Первые результаты и по-
следующие достижения в этой области принадлежат английским 
ученым: отметим работы У. Кельвина [1], Д.И. Тейлора [2], Д. Рэ- 
лея [3], Д. Прадмена [4], С. Гроса [5].  

Последующие достижения в этой области знаний представлены в 
трудах английских и отечественных ученых, среди которых отметим 
работы К. Стюартсона [6], Х. Гринспена [7], Л.Н. Сретенского [8], 
Ю.З. Миропольского [9]. Рассматриваемую проблему изучали для 
бассейнов различной формы. Анализ полученных решений показал, 
что во вращающейся жидкости возможно распространение волн на 
свободной поверхности как в направлении вращения жидкости, так и 
в обратном направлении. 

С развитием современной техники задачи колебаний вращаю-
щейся жидкости становятся актуальными и находят применение как 
в ракетно-космической технике, так и в других отраслях. 

Изучение колебаний вращающейся жидкости обнаружило труд-
ности чисто математического характера, так как любое движение 
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вращающейся жидкости является вихревым. Это послужило толчком 
к появлению большого количества теоретических работ.  

Впервые задача о колебаниях вращающейся жидкости на строгом 
математическом уровне была поставлена С.Л. Соболевым на заседа-
нии Московского математического общества в 1945 г. Впоследствии 
математические решения, связанные с дифференциальными уравне-
ниями вращающейся жидкости, стали называться задачей Соболева, а 
сами уравнения и их обобщения — уравнениями типа Соболева [10]. 

Такие математические вопросы, связанные с рассматриваемой зада-
чей, как существование решения, непрерывная зависимость решения от 
начальных данных, дифференциальные свойства решений, вопросы 
спектра собственных значений и свойства мод малых колебаний вра-
щающейся жидкости, изучались авторами при разных граничных усло-
виях. Отметим основные работы, принадлежащие С.Л. Соболеву [11], 
В.Н. Масленниковой [12], Р.А. Александряну [13], Т.И. Зеленяку [14], 
Ю.Н. Григорьеву [15], Н.Д. Копачевскомму [16 ], С.Д. Троицкой [17 ]. 

Влияние сил поверхностного натяжения на колебания вращаю-
щейся жидкости и колебания системы вращающихся жидкостей было 
систематически изучено Н.Д. Копачевским [18]. Математические во-
просы, связанные с влиянием вязкости и сжимаемости на свойства 
движения вращающейся жидкости, рассмотрены в работах В.Н. Мас-
ленниковой [19], С.А. Габова и А.Г. Свешникова [20]. 

Из результатов исследований, посвященных колебаниям вращаю-
щейся жидкости, которые имеют прикладное значение, отметим рабо-
ты Р.В. Рвалова [21], Ф.Л. Черноусько [22], В.С. Гонткевича [23], 
Е.П. Смирновой [24], А.А. Гурченкова [25], В.В. Булатова, Ю.В. Вла- 
димирова [26]. 

Значительное количество прикладных и теоретических работ, 
связанных с изучением течений вращающейся жидкости и опублико-
ванных до 1988 г., можно найти в издании [27], являющемся библио-
графическим указателем трудов по вихревым течениям жидкости. 

Во всех упомянутых выше работах не учитывались конструктив-
ные особенности реальных емкостей, содержащих жидкость. В рабо-
тах [28‒30] приведены постановка и решения модельной задачи о ма-
лых движениях идеальной несжимаемой жидкости, вытекающей из 
цилиндрического топливного бака с внутренними баковыми устрой-
ствами. Исследование задач в этих работах показало, что спектр нор-
мальных движений несжимаемой жидкости обладает двумя ветвями 
собственных значений: дискретного множества вещественных чисел, 
расположенных на положительной части вещественной оси, и дис-
кретного множества комплексно сопряженных чисел, расположен-
ных вблизи мнимой оси.  
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Цель настоящей статьи — исследовать нормальные колебания 
идеальной несжимаемой вращающейся жидкости, вытекающей через 
заборное устройство из осесимметричных топливных отсеков раз-
личной конфигурации. 

Получение точных решений для собственных значений в случаях 
осесимметричных сосудов произвольной формы представляет опре-
деленные трудности. Решение задачи при произвольной скорости 
вращения и произвольной форме сосуда приводит к необходимости 
использования численных методов. 

В решении задачи можно выделить следующие этапы:  
1) постановка задачи, определение понятия искомого решения, 

выбор варианта численного метода (основанного на вариационной 
формулировке задачи или на методе Галёркина при определении 
обобщенного решения через интегральные тождества); 

2) в случае выбора метода конечных элементов (МКЭ)  разби-
ение области, в которой строится решение, на элементы;  

3) построение пространства кусочно-полиномиальных допусти-
мых функций;  

4) формирование и решение системы дискретных (алгебраиче-
ских) уравнений. 

Постановка задачи. Пусть идеальная несжимаемая жидкость, 
частично заполняющая произвольный осесимметричный сосуд, в 
установившемся движении вращается вместе с ним вокруг оси сим-
метрии с постоянной угловой скоростью 0ω  и вытекает через по-

верхность слива Σ  со скоростью Σ.V  

Введем подвижную систему координат 1 2 30x x x  с осями, связан-

ными с невозмущенной свободной поверхностью, т. е. вращающими-
ся с постоянной угловой скоростью 0ω  и перемещающимися вместе 

с ней с постоянной скоростью 0.V  

Введем следующие обозначения: Q  — область, занимаемая жид-

костью; 0S  — смачиваемая поверхность; Γ  — свободная поверх-

ность жидкости; n


 — внешняя по отношению к области Q  нормаль  

к поверхности 0 .S S   

Рассмотрим начально-краевую задачу о малых движениях жид-
кости, сформулированную относительно возмущенного давления P  
(плотность жидкости ρ 1)  и записанную в цилиндрической системе 

координат  0, , ,ηx r  с осью 0 ,x  которая совпадает с осью симметрии 

сосуда и вектором 0


 (рис. 1), а окружная координата η  откладыва-

ется в плосткости, перпендикулярной оси 0x  и проходящей через  
ось :r  
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Здесь n


 ― нормаль к соответствующей поверхности; xn  ― проекция 

нормали на ось 0 ;x   , ,η ;x x r


 1β γ ,  γ ξV
   (ξ  ― коэффициент 

сопротивления поверхности слива);  0p x


 ― распределение невоз-

мущенного давления во вращающейся жидкости,  

2 2
0 0

1
ω ,

2
p r gx C    

где C  ― произвольная константа, определя-
емая в зависимости от величины внешнего 
давления и заполнения. Операторы Δ  и   
имеют следующий вид: 
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Предварительное теоретическое ис-
следование. Переобозначим поверхности 

0, , ΣГ S  через 1 2 3, , S S S  соответственно и вве-

дем операторы неоднородных краевых за- 
дач  операторы Ni (i = 1, 2, 3, 4), действу-
ющие из пространства Соболева  2

2W Q  в 

гильбертово пространство  П :Q  

 

Рис. 1. Вращающаяся осе-
симметричная емкость с 
вытекающей жидкостью 
(плоское сечение, коорди- 

ната η  не показана) 
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2 2 1 2 3П( ) ( ) ( ), ,Q L Q L S S S S S      

в котором скалярное произведение определим следующим образом: 

       2 2 1 2 2 2 31 2 П 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) (φ ,φ ) (ψ ,ψ ) ( , ) ,L Q L S L S L SF F f f       

где    2,φ,ψ, , ,φ,ψ, iF f f L Q S     соответственно. 

Операторы Ni (i = 1, 2, 3, 4, 5) действуют по формулам: 

2
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Исходная задача (1) с граничными и начальными условиями мо-
жет быть записана в виде эволюционной задачи для операторного 
уравнения: 
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Оператор 1N  ― эллиптический оператор, такой, что задача 

1N Р F  однозначно разрешима для всех  F П Q  и 1
1Р N F  та-

ких, что    П
, 0, 1,1 ,F G G   а задача (1) приводится к виду  
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               (2) 

где E  ― единичный оператор; операторы , , ,A B C D  действуют  

в подпространстве  1
2W Q  с нормой, равной интегралу Дирихле, 

функции которого удовлетворяют условию 0.
Q

udQ   Введенные 

операторы задаются формулами: 

2

1 1
1 4 1 2Δ 0, ; Δ 0, ; ; ,   

     
  S
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Рассмотрим задачу о собственных движениях жидкости. Пусть 
зависимость от времени определяется равенством  , ,η,P r x t 

  Ω, ,η .tp r x e  

Задаче (2) в этом случае отвечает полиноминальный операторный 
пучок 

 

2
4 3 2 0

0 0

2 2
0 0 0

4ω1
Ω βΩ Ω

Ω  2ω β4ω 4ω 0,

Ap Dp Ap Ep
p p

i Bp Dp Cp

 
       

    

                (3) 

в котором операторы , , ,A B C D  обладают следующими свойствами:  
операторы ,B C  ― самосопряженные, ограниченные, неотрица-

тельные операторы. В пространство нулей оператора B  входят все 
функции, сохраняющие постоянное значение в направлении любого 
контура const,S x   а в ядро оператора C  входят произвольные 
кусочно-гладкие функции, не зависящие от ;x  

oператоры ,А D  ― положительные компактные операторы, сопо-

ставляющие нормальным производным от функции  ,p r x  на iS  

следы 
2
,Sp  

3Sp  соответственно. 

Прежде чем исследовать задачу в общей ситуации, проанализи-
руем частные случаи. 

1. В первом случае пусть отсутствуют поверхность слива и сво-
бодная поверхность жидкости. Тогда соответствующая спектральная 
задача для вращающейся жидкости в полностью заполненном осе-
симметричном сосуде приводится к операторному уравнению  

2
0λ λ 0, λ Ω / 2ω .Ep i Bp Cp                             (4) 

Для сосуда произвольной формы спектр квадратичного опера-
торного пучка (4) является предельным [18] и полностью заполняет 
отрезок (‒i, i), а спектр колебаний вращающейся жидкости, полно-
стью заполняющей цилиндрический сосуд, является точечным и рас-
положен на отрезке (‒2 0ω i, 2 0ω i) [15]. Собственным значениям λk   

и собственным элементам kw  в этом случае отвечают внутренние 

волны, обусловленные действием кориолисовых сил инерции. 
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2. Другой предельный случай ― отсутствие вращения и свобод-
ной поверхности жидкости. Задача о собственных движениях жидко-
сти тогда эквивалентна спектральной задаче для операторного урав-
нения  

βΩ 0, или λ 0,Dp Ep Dp Ep                        (5) 

которая имеет дискретный спектр 1λ ,{ }k k
  состоящий из положитель-

ных собственных значений λ ,k  равных характеристическим числам 

оператра D, с единственной предельной точкой λk    [29]. Соб-

ственным элементам отвечает апериодический режим движения 
жидкости на поверхности слива. 

3. Компьютерный анализ спектральной задачи, отвечающей зада-
че (2) в случае жидкости, вращающейся в круговом цилиндре и выте-
кающей через плоское дно, проведен в работе [31], где были обнару-
жены как апериодические волновые движения, так и затухающие 
колебательные режимы на поверхности слива и во всем объеме. 

Далее спектральная задача изучается для вращающейся осесим-
метричной полости произвольной конфигурации. 

Формулировка обобщенного решения. Для дальнейшего ис-
следования уравнения, в котором операторы В, С не являются поло-
жительно определенными, выберем вариант численного решения ме-
тодом конечных элементов (МКЭ), основанный на методе Бубнова ― 
Галёркина [32]. Этот метод не связан с вариационной формулировкой 
исходной задачи, при его использовании не требуется положительная 
определенность операторов вспомогательных краевых задач; он ос-
нован на использовании некоторого интегрального соотношения, 
определяющего обобщенное решение. Будем искать решение в виде 
бегущих волн: 

     η Ω ,, ,η, , im tP r x t p r x e   0, 1, 2, ...  m  

Здесь Ω  ― комплексный коэффициент затухания. 
После отделения времени и окружной координаты вместо систе- 

мы (1) для каждого заданного числа m  получим спектральную задачу: 

 

2
2 2

0 2

2
2 2 2 2

0 0 0
0

Ω Δ 4ω 0  в области ;

1
Ω 4ω 2ω Ω Ω 4ω 0 —

 на плоскости Γ;

m m

x
m

p
p ― Q

x

p p
n im p p p

n x r p


 


  

    
  
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 

2 2
0 0

2 2 2 2
0 0 0

1
Ω 4ω 2ω Ω 0  на плоскости ;

1
Ω 4ω 2ω Ω βΩ Ω 4ω 0 

на плоскости Σ,

x

x

p p
n im p ― S

n x r
p p

n im p p p ―
n x r

 
  

 
 

     
 

        (6) 

где 1;i    mQ  ― область, получаемая из области Q  меридиональным 

сечением; 
2

2
2 2

1 1
Δ ;m m r

r r rx r

          
 η .m x r

im
e e e

x r r

 
   

 
  

 

Пусть данная задача имеет решение  , ,p r x   ,p r x  ― непре-

рывная и дважды кусочно-дифференцируемая функция. Умножим 
первое уравнение из задачи (6) на произвольную функцию 

   1
2, mv r x W Q   и преобразуем, используя формулу Грина. В ре-

зультате получим 

2 2
0

2 2

2 2
0 0

2 2
 Γ Σ

4ω
Δ

Ω

4ω 4ω
ˆcos( , ) .

Ω Ω

m
Q

m m
SQ Q

p
p vdV

x

p v p p
p vdV dV n x vds

x x n x 

 
    

    
            



  
 (7) 

Перепишем (7) с учетом краевых условий на границе области .mQ  

После подстановки выражений для граничных условий в (7) вид-
но, что решение  ,p r x  задачи (6) удовлетворяет интегральному 

тождеству  

 

2
0

2

2 2 20 0
0 0

0 Γ

2
0

2
Σ

4ω

Ω

2ω 2ω1 1
Ω 4ω ω

Ω Ω

4ω 1
1 Ω 0.

γΩ

Q Q

S

p v
p vdV dV

x x

im pvds im pv ds
p r

pvds

 
   

 

        

 
    
 

 

 



      (8) 

Введем следующее определение обобщенного решения зада- 

чи (6). Функция    1
2, ,mp r x W Q   удовлетворяющая интегральному 

тождеству (8) при произвольной функции    1
2, ,mv r x W Q   называ-

ется обобщенным решением задачи (6). 
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Таким образом, нахождение решения краевой задачи (6) эквива-
лентно нахождению функции, удовлетворяющей интегральному 
тождеству (8). Так как все интегралы, входящие в (8), конечны, тож-
дество (8) имеет смысл для любой функции    1

2, .mp r x W Q   

Построение приближенного обобщенного решения. Разобьем 
область mQ  на N  подобластей — элементов ,  1, 2, ,  iQ i N  и 

определим допустимые функции МКЭ в виде полинома заданной 
степени ,n  зависящей от количества независимых параметров от-
дельного элемента. Это порождает некоторое конечномерное про-
странство h

nP  кусочно-полиномиальных функций  , ,Np r x  где n  — 

степень используемых полиномов [32]. Каждая функция  ,Np r x  

определяется своим набором узловых параметров , 1, 2, , , jq j r  

фиксированных (по одному или несколько) в узлах , kx X  

1, 2, , , k s  покрывающей mQ  сетки. Каждый параметр jq  служит 

значением либо самой функции  , ,Np r x  либо одной из ее произ-

водных в конкретном узле .kX  Размерность пространства h
nP  

1

,
s

k
k

r p


                                              (9) 

где kp  ― число параметров, фиксированных в узле ,  1, 2, , . kX k s  

В качестве базисных функций пространства h
nP  выберем 

 , , 1, 2, ,   j r x j r  ― кусочные полиномы n -й степени, одно-

значно определяемые следующими условиями. 
Узловой параметр jq  функции  , , 1, 2, ,   j r x j r  равен еди-

нице, а все остальные ее узловые параметры , kq k j  равны нулю. То 

есть в заданном узле jX  либо значение самой функции  , ,j r x  ли-

бо значение какой-то одной конкретной ее производной (обозначае-
мое через )jq  равно единице, а все остальные фиксирующие в дан-

ном узле jX  параметры  ,j r x  положим равными нулю. Равны 

нулю значения функции  ,j r x  и ее производных также и во всех 

остальных узлах , kx X k j   области .mQ  Таким образом, базисная 

функция  ,j r x  соответствует узловому параметру .jq  

Для построения по МКЭ приближенного обобщенного решения 
 ,p r x  вводим в рассмотрение два конечномерных подпространства: 
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подпространство h
nP  из пространства, которому принадлежит обоб-

щенное решение (в нашем случае 1
2 ),h

nP W   и подпространство h
nV  

из тестового пространства V  (также 1
2 ).h

nV W   В качестве базиса  

в обоих пространствах используем указанные базисные функции .  

Тогда приближенным решением  ,Np r x  называется такой элемент 

из ,h
nP  что соотношение  

 

2
0

2

2 2 20
0 0

0 Γ

2
0 0

2
Σ

4ω

Ω

2ω1
Ω 4ω ω

Ω

2ω 4ω1 1
1 Ω 0

Ω γΩ

 
   

 

       

 
     

 

 



 

N N
N N

Q Q

N N

N N N N

S

p v
p v dV dV

x x

im p v ds
p

im p v ds p v ds
r

              (10) 

выполняется при любой функции   1
2 .,N h

nv r x V W    Пусть базисные 

функции  ,N
i r x  обоих подпространств одинаковы и размерность 

подпространств равна .r  

Приближенное решение  ,Np r x  будем искать в виде  

   
1

,  φ , ,
r

N N N
i i

i

p r x q r x


                               (11) 

где N  — количество элементов в разбиении области ;mQ  r  — об-

щее количество узловых параметров N
iq  и отвечающих им базисных 

функций  , .N
i r x  

Поскольку соотношение (10) должно выполняться при любой 

функции   ,,N h
nv r x V  достаточно, чтобы оно выполнялось для всех 

базисных функций  ,N
j r x  из пространства  1, , .h

nV j r   

 

2
0

2
1 1

2 2 0
0

01 1Γ Γ

φ4ω φ
      

Ω

2ω1 1
Ω 4ω       

Ω r

NNr r
jN N N N i

i i j i
i iQ Q

r r
N N N N N N
i i j i i j

i i

q dV q dV
x x

q ds im q ds
p

 

 


   

 

 
          

  

  
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0

1

2
0

2
1Σ

2ω 1
   

Ω

4ω 1
1 Ω 0,  1, 2,  ,  . 

γΩ





   

 
        
 





r
N N N
i i j

iS

r
N N N
i i j

i

im q ds
r

q ds j r

               (12) 

Построение вычислительного процесса для вычисления соб-
ственных значений. Получим матричную запись системы (12) для 
элемента  n  с nr  степенями свободы. Приближенное решение 

   ,np r x  в области, занимаемой элементом, ищется в виде  

               
1

,  φ , φ .
nr T

n n n n n
i i

i

p r x q r x q


                 (13) 

Вектор   n  представляет собой набор полиномиальных функ-

ций с количеством слагаемых, соответствующим :nr  

      .n nC x  
 

                                   (14) 

Вектор  x  размерностью 1nr   состоит из элементов, дающих 

полный многочлен соответствующей степени:  

  2 2{1, , , , , , .}  Tx r x r xr x  

Коэффициенты  nC  определяются из описанного ранее условия 
равенства 0 или 1 функции ,  соответствующей определенному уз-
ловому параметру:  

          1
.


         
       

n n n nI C X C X           (15) 

Здесь  nX 
 

 — матрица координат узлов элемента и  

           , .
T

n n np r x q C x 
 

                              (16) 

Перепишем (12) с учетом (16) в матричном виде  

 

           

 

           2
0

2

   

4ω
   

Ω

n

n

TTT
n n n

Q

T
T Tn n n

Q

q C x C x dV

q C x C x dV

x x

              

             
   




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 
 

           

 

           

 

           

 

           

2 2
0

0
Γ

0

Γ

0

2
0

2

Σ

1
Ω 4ω   

2 1
  

Ω r

2 1
  

Ω

4 1
1 Ω  

Ω

n

n

n

n

TTT
n n n

TTT
n n n

TTT
n n n

S

TT
n n n

q C x C x ds
p

im q C x C x ds

im q C x C x ds
r

q C x C x

                

               

               

                    







 0.
T

ds


 
 

  (17) 

Приведем (17) к безразмерному виду, введя следующие безраз-
мерные величины:  

0 0 0
0λ Ω ; ε 2ω ; β ,

γ

R R R g

g g
    

а также следующие обозначения для интегралов:  

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 
   

 
 

1

3 2 2
Γ

Σ

{ }
;

{ }{ }
; ;

1 ( )

1
{ } ; { } .

n

n n

n n

T
n

Q

TT
n n

Q

n nT T

S

x x
a dV

x x

x x xx
a dV c ds

r r r

e x x ds f x x ds
r

       

             

    
   



 

 

          (18) 

Сгруппировав слагаемые относительно степеней  , перепи- 
шем (17) с учетом новых обозначений и получим матричный пучек:  

                 4 3 2λ λ λ λ [ ] 0,    nn n n n nA B C D E q      (19) 

где  

         

             

       

2 2 2
1 2 3 1

2

; ;

ε ; [ ] ε ;

1
ε βε .

4

      
   

                           
                   

n nn n

n n n nn n n

n n n n

A c B f

C a m a a c E a

D im c e f
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Далее системы уравнений, записанные для отдельного элемента  
с индексом   ,n  сведем в единую систему уравнений для всей обла-

сти .mQ  Тогда размерность матриц в (18) будет равна суммарному 

количеству r  степеней свободы (узловых параметров) всех конечных 
элементов в разбиении области.  

Для нахождения собственных значений   приведем пучек четвер-
того порядка (19) к первому порядку следующим преобразованием:  

                  λ λ λ λ 0;A q B q C q D q E q       

   λ ;q q   

   λ ;q q    

   λ '' ''' .q q  

В результате получим матричное уравнение для определения 
собственных чисел  

         0 0 0  

' '0 0 0 0 0 0
λ 0.

'' ''0 0 0 0 0 0

''' '''0 0 0 0 0 0

q qE D C B A

q qI I

q qI I

q qI I

       
      

                            

 (20) 

Численная реализация матричного уравнения с использованием 
метода конечных элементов для вычисления компонентов матриц 
приведена в табл. 1‒3. В первых двух таблицах представпены резуль-
таты расчетов собственных чисел для цилиндрической полости с ко-
нической вставкой, в табл. 3 — для цилиндрической полости с вогну-
тым днищем. 

Таблица 1 

Первый и второй тон волн на поверхности слива 

 

ε  

0 0,1 0,3 

0,1 
n = 1 18,5159 18,5158‒0,04183i 18,5151‒0,1254i 
n = 2 55,3549 55,3548‒0,003934i 55,354‒0,011803i 

0,5 
n = 1 3,7022 3,7017‒0,04192i 3,6980‒0,1257i 
n = 2 11,0709 11,0705‒0,003934i 11,06‒0,01181i 

1,0 
n = 1 1,8500 1,849‒0,04211i 1,8419‒0,1263i 
n = 2 5,5355 5,5345‒0,003935i 5,526‒0,01183i 



В.В. Орлов 

14                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 11·2020 

Таблица 2 

Первый и второй тон поверхностных волн (прямые и обратные волны) 

ε  

0 0,1 0,3 

β 0  
n = 1

‒1,5481i 
+1,5481i 

+1,5295i 
‒1,5671i 

+1,5036i 
‒1,5887i 

n = 2
‒2,6638i 
+2,6638i 

+2,6489i 
‒2,6858i 

+2,6276i 
‒2,7021i 

β 0,1
 

n = 1
0,0000321 ‒ 1,5481i 
0,0000321 + 1,5481i 

0,0001538 + 1,5293i 
0,00009417 ‒ 1,5673i 

0,00023109 + 1,5033i 
0,00005216 ‒ 1,5891i 

n = 2
5,352·10–11 ‒ 2,6638i 
5,352·10–11 + 2,6638i 

4,524·10–11 + 2,6493i 
4,189·10–11 ‒ 2,6862i 

4,074·10–11 + 2,6278i 
3,236·10–11 ‒ 2,7024i 

β 0, 5
 

n = 1
0,0000393 ‒ 1,5484i 
0,0000393 + 1,5484i 

0,0000793 + 1,5294i 
0,0000387 ‒ 1,5672i 

0,001013 + 1,5035i 
0,0002337 ‒ 1,5893i 

n = 2
2,1334·10–10 ‒ 2,6641i
2,1334·10–10 + 2,6641i

2,1677·10–10 +2,6492i 
2,0073·10–10 ‒ 2,6863i

1,8327·10–10 + 2,6277i 
1,4820·10–10 ‒ 2,7025i 

Таблица 3 

Первый и второй тон волн на свободной поверхности и поверхности слива 

 

  

0 0,1 0,3 

Волны на свободной поверхности 

β 0
 

n = 1 
+1,35527i 
‒1,35527i 

+1,3343i 
‒1,37692i 

+1,29449i 
‒1,42228i 

n = 2 
+2,31464i 
‒2,31464i 

+2,31102i 
‒2,31465i 

+2,31651i 
‒2,32619i 

β

0,1




 

n = 1 
0,000254975‒1,35529i
0,000254975+1,35529i

0,000195162‒1,37694i 
0,000327895+1,33433i

0,000526553+1,29454i 
0,000107158‒1,42229i 

n = 2 
8,80164·10–10‒2,31464i
8,80164·10–10+2,31464i

1,89849·10–9‒2,31465i
2,19995·10–9+2,31102i

1,10371·10–7+2,31651i 
5,06227·10–8‒2,3262i 

β

0, 5




 

n = 1 
0,00107467‒1,35574i
0,00107467+1,35574i 

0,000830875‒1,37728i
0,00136674+1,33493i 

0,00213379+1,29554i 
0,000464615‒1,42246i 

n = 2 
4,21458·10–9‒2,31464i
4,21458·10–9+2,31464i

7,89377·10–9‒2,31465i
8,88683·10–9+2,31102i

3,44296·10–7+2,31651i 
1,7744·10–7‒2,3262i 

Волны слива 
β

0,1




 

n = 1 15,1066 15,1065‒0,0652575i 15,1073‒0,195719i 

n = 2 50,0178 49,975‒0,0045632i 49,974‒0,0136906i 
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Окончание табл. 3 

 



0 0,1 0,3 

β

0, 5




 

n = 1 3,01932 3,01989‒0,0654477i 3,02441‒0,19485i 

n = 2 10,0035 9,99448‒0,00456456i 9,99059‒0,0137008i 

 
Выводы  
1. При анализе полученных результатов следует отметить прежде 

всего появление решений, не встречающихся в задачах без вытекания 
жидкости, а также изменение известных решений во вращающемся 
сосуде с жидкостью. Наличие вытекания жидкости создает возмож-
ность появления на поверхности слива волновых движений — волн 
слива. Причины их появления впервые рассматривались в работе 
[28]. Волны слива характеризуются волновыми и собственными чис-
лами — решениями соответствующих систем уравнений. В общем 
случае это апериодические затухающие волновые движения. Появле-
ние в гидродинамической системе поверхности слива также отража-
ется и на существующих во вращающейся жидкости колебательных 
движениях. Внутренние волны и волны на свободной поверхности 
превращаются в затухающие волновые движения. 

2. Используемый численный метод исследования волн во враща-
ющейся жидкости позволяет выстроить легко реализуемый вычисли-
тельный алгоритм для представления как на языках программирова-
ния низкого уровня, так и на вычислительных платформах типа 
Octavia, Mathcad или MATLAB, обеспечивая быструю сходимость 
даже при небольшом количестве конечных элементов. 

3. Предлагаемый подход позволяет получить решение для осе-
симметричных сосудов любой формы без использования коммерче-
ских специализированных продуктов для решения задач методом ко-
нечных элементов типа Nastran и т.п. 
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Approximate calculations of the eigenvalues  
of a rotating fluid flowing from an arbitrary  

axisymmetric capacity 
© V.V. Orlov 

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russia 
 

The paper addresses the problem of proper motions of a rotating fluid that partially fills 
an axisymmetric vessel in the presence of an outflow through a rigid bottom. The prob-
lem is solved in a quasi-stationary setting within the framework of an ideal fluid model, 
with account for hydraulic losses during fluid flow through the bottom of the vessel. Nu-
merical research was carried out using the finite element method. The study investigates 
the spectrum of eigenvalues and reveals the characteristics of the wave motions of the 
fluid. Numerical calculations confirm the possible appearance of wave motions on the 
drain surface, i.e. drain waves caused by the presence of fluid outflow through the bottom 
of the vessel. The paper presents the results of calculating the wavenumbers and the 
complex attenuation coefficient. Findings of the research can be used in practical calcu-
lations of dynamic modes at the design stage of promising space-rocket vehicles. 
 
Keywords: rotating fluid, vibrations, eigenvalues, drain, finite element method 
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