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Приведен обзор работ по методам решения проблем управления аэрокосмическим 
самолетом. Суть методики заключается в получении эталонного оптимального 
управления и его аппроксимации в функциях наведения. Сформулирована постанов-
ка задачи по формированию оптимальных функций наведения с учетом всех суще-
ственных физических факторов. Выбраны методы решения и расчетная система 
координат, разработаны математическая модель, методики и автоматизиро-
ванные процедуры сквозной оптимизации на основе принципа максимума, форми-
рования и оптимизации функций наведения. В дополнение к известным методам 
решения краевых задач разработаны методики аналитического расчета начально-
го приближения и поиска области сходимости. Результаты численных исследова-
ний содержат номинальные и возмущенные оптимальные траектории, в которых 
аэрокосмический самолет разгоняется ускорителем, совершает глобальные про-
странственные маневры и выходит на орбиту. На основании анализа экстрема-
лей, сравнений и оценки эффективности функций наведения с учетом возмущений 
сделаны выводы. 
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Введение. Аэрокосмический самолет (АКС) — это гиперзвуко-

вой летательный аппарат, оснащенный аэродинамическими несущи-
ми поверхностями и ракетными двигателями.  

Использование аэродинамических сил позволяет оперативно со-
вершать маневры, не выполнимые традиционной ракетной техникой, 
например: при наземном старте за 1,5 ч вывести АКС на любую за-
данную орбиту и стыковаться с другим космическим аппаратом (КА), 
существенно изменить наклонение и прочие элементы орбиты, неза-
медлительно спуститься с орбиты и приземлиться в любую точку по-
верхности Земли. Кроме того, дополнение реактивных сил аэродина-
мическими [1] значительно экономит топливо. Дальнейшее снижение 
расхода топлива возможно при увеличении удельного импульса за 
счет применения ядерных и прямоточных двигателей [2] на атмо-
сферных участках полета. 

Широкое применение и развитие АКС ограничено рядом про-
блем, касающихся управления и наведения аэрокосмического само-
лета. К ним относятся:  

– сложность и громоздкость прямых методов оптимизации 
управления;  



А.Ю. Мельников 

2                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 2·2021 

– недостаточная эффективность приближенно-оптимальных ме-
тодов управления АКС; 

– трудности решения краевых задач при использовании принци-
па максимума Понтрягина. 

Цель настоящей статьи — сформировать оптимальные функции 
наведения, реализуемые в бортовой системе управления АКС при 
подготовке и выполнении глобальных аэрокосмических маневров.  

Теоретические методы оптимизации аэрокосмических траекто-
рий [3–6] были разработаны в 1970–1990-е годы, однако конкретные 
решения не были получены ввиду низкого уровня вычислительной 
техники. 

Оптимальное управление углом атаки гиперзвукового летатель-
ного аппарата на этапе разгона / набора высоты в атмосфере пред-
ставлено в [7], но задача решалась только в вертикальной плоскости и 
без расчета оптимальных краевых условий. В [8] реализованы необхо-
димые условия оптимальности для случая движения составных аппа-
ратов. В [9] исследованы общие закономерности оптимального движе-
ния, динамики выведения составных космических систем и проблемы 
входа в атмосферу возвращаемых элементов, влияние систематиче-
ских и случайных возмущений с учетом ограничений по нагрузкам, по 
отделению элементов, по допустимым районам посадки или падения. 
В этой работе также рассмотрены особенности программного ком-
плекса и отмечены следующие проблемные вопросы: 

– перенос граничных условий выведения осуществлялся на пра-
вый конец активного участка (замена пассивного полета кеплеровой 
траекторией, а процесса перехода на заданную орбиту — импульсом 
скорости); 

– оптимизация выполнялась для локальных, но не для глобаль-
ных маневров; 

– сходимость краевых задач обеспечивалась сложными эмпири-
ческими алгоритмами. 

В настоящей работе предложено решение данных проблем с ис-
пользованием методов, представленных в статье [9]. Настоящая ра-
бота принципиально отличается от вышеперечисленных исследова-
нием глобальных аэрокосмических маневров АКС, решением 
краевых задач во множестве областей сходимости, а также формиро-
ванием функций наведения, достаточно простых для реализации в 
бортовой системе управления. Суть методики заключается в получе-
нии эталонного оптимального управления АКС и его аппроксимации 
в функциях наведения.  

Для достижения поставленной цели выбран непрямой метод  
оптимизации управления — принцип максимума Понтрягина [10].  

Постановка задачи сформулирована с учетом всех существенных 
физических факторов, отделения ступеней ускорителя, ограничений 
по нагрузкам, случайных возмущений и различных вариантов харак-
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теристик АКС: массы конструкции, запасов топлива, тяги двигатель-
ных установок.  

Разработаны методика и автоматизированная процедура сквозной 
оптимизации управления — решения двухточечных краевых задач. 
По результатам анализа оптимальных траекторий АКС сформирова-
ны функции наведения и разработаны алгоритмы оптимизации коэф-
фициентов наведения АКС в условиях возмущений.  

Постановка задачи формирования оптимальных функций 
наведения. Основные допущения математической модели движения 
представлены следующим образом: 

– тяга двигателя направлена по оси АКС;  
– система стабилизации идеально исполняет управление, сколь-

жение отсутствует;  
– поле тяготения — центральное; 
– атмосфера вращается вместе с Землей и соответствует  

ГОСТ 4401—81 «Атмосфера стандартная. Параметры»; 
– горизонтальный ветер задан функцией широты и высоты [11], 

вертикальный ветер отсутствует.  
В результате исследований уравнений движения в различных си-

стемах координат выбрана горизонтальная система координат с ра-
диальной, восточной и северной осями, которая позволила вывести 
эффективную систему дифференциальных уравнений движения АКС, 
исключить неопределенности типа деления на ноль, понизить раз-
мерность сопряженного вектора и минимизировать число гармониче-
ских функций, что многократно ускорило расчет траекторий и реше-
ние краевой задачи:  
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Здесь V  — вектор орбитальной скорости; τ ,F  , rF   AF  — сум-

марные проекции реактивных и аэродинамических сил на оси орби-
тальной системы координат; m — масса АКС; pm  — удельный рас-

ход топлива, обратный скорости истечения газа двигателя; α  — угол 
атаки; γ — угол крена; ,xF  yF  — аэродинамические силы; pF  — тяга 

двигательных установок (ДУ); S — площадь аэродинамической не-
сущей поверхности; q  — скоростной напор; αV  — воздушная ско-

рость; αV  — вектор воздушной скорости; 2
τV  — модуль воздушной 

скорости; τV  — вектор горизонтальной проекции воздушной скоро-

сти; φV  — северная проекция воздушной скорости; λV  — восточная 

проекция воздушной скорости; ω cosφr  — скорость движения атмо-

сферы от вращения Земли; λW  — восточный ветер; φW  — северный 

ветер; g  — гравитационное ускорение Земли.  
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Принцип максимума Понтрягина. В соответствии с системой 
дифференциальных уравнений движения (1) запишем функцию 
Понтрягина: 

/ ,m R r k m p pH H m P V H P m F     
где 

;       m v r r k k n nH P F P F P F P F                    (3) 
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Вектор vP  задает ориентацию оси АКС в орбитальных координа-

тах  , , .r k n  

Оптимальное управление задается из условий максимума функ-
ции H:  
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где τP  — горизонтальная проекция вектора ;vP α ( α) сosα;y yC C    
α ( α) sinα.x xC C      

Оптимальные интервалы работы двигателя:  
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где  

  α α α sinα cosα / / . p v vH P V P V V m                     (7) 

Оптимальные параметры (4)–(6) входят в систему (2) суммар-
ных сил. 

Система дифференциальных уравнений сопряженных перемен-
ных определяется как градиент функции Понтрягина по вектору па-
раметров движения:  
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Управление ограничено пределом удельной аэродинамической 
нагрузки несущей поверхности :yN  

.y yqC N                                              (11) 

В случае нарушения этого условия предельный угол атаки опре-
деляется из уравнения 
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Уравнения (3), (5), (9), (10) корректируются соответственно: 
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В случае ступенчатого изменения аэродинамических сил, массы 
АКС, удельного импульса и тяги двигателя корректируется пара- 
метр :mP  

1i
mP   1 1 1 1/ / / / ,     i i i i i i i i i

m p p m m p pP m F H m H m m F            (12) 

где i+1 — индекс параметров после изменения; i — индекс парамет-
ров до изменения.  

Методика решения краевых задач. Траектория АКС может 
начинаться с орбитального, воздушного или наземного старта (вер-
тикально, наклонно или горизонтально) и заканчиваться приземлени-
ем или выходом на заданную орбиту. Краевые параметры полета мо-
гут быть заданы функционально (элементами орбиты) или точечно 
(векторами скорости и координат). 

Рассмотрим решение одной из краевых задач, в которой АКС 
вертикально стартует с поверхности Земли, разгоняется ускорителем 
по выделенной трассе, сбрасывает отработанные ступени, совершает 
атмосферный маневр поворота суборбитальной плоскости и выходит 
на заданную орбиту.  

В расчетной системе координат условный экватор совпадает  
с ортодромией целевой орбиты.  

Критерий оптимальности — минимум начальной массы ускори-
теля (m0 = min), необходимой для вывода на целевую орбиту задан-
ной конечной массы АКС (mк). 

Проблемы и особенности решения задачи заключаются в следу-
ющем.  

1. Области возможных решений краевой задачи зависят не толь-
ко от физических факторов, но и характеристик АКС, что требует 
выбора двигателей, запасов топлива, габаритов ступеней ускорителя 
и АКС. Двигатели выбирают из каталога, а массу конструкции сту-
пеней определяют эмпирически. 

2. Градиенты конечных параметров полета по начальному со-
пряженному вектору стремятся к бесконечности. Наибольшие про-
блемы вызывают условия включения / выключения ДУ (6) при выхо-
де на конечную орбиту. Поэтому принят обратный порядок решения 
краевой задачи — вместо начальных задаются конечные параметры 
полета, а интегрирование систем уравнений (1) и (5) происходит с 
отрицательным временным шагом.  

3. Немонотонность градиентов начальных параметров, вызван-
ная атмосферными рикошетами, ступенчатыми функциями переклю-
чения и ограничениями, создает проблему локальных экстремумов, 
поэтому в дополнение к известным методам решения краевых задач 
[3–10, 12–17] разработаны методики аналитического расчета началь-
ного приближения и поиска области сходимости с поэтапным добав-
лением участков полета. 
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Участки полета, которым соответствуют этапы решения краевой 
задачи, представлены на рис. 1.  

 

Рис. 1. Этапы решения краевой задачи: 
 — трасса φ;  — высота h 

 

Конечные краевые параметры состоят из координат к( ,r  кφ )  и 

вектора скорости к:V  

кr  з к ,r h   кφ 0,  к 0,rV   к кμ / ,kV r к 0.nV   

Задача первого этапа — найти начальное приближение конечных 
сопряженных параметров, которое в апогее переходной орбиты обес-
печит интервал (6) работы ДУ, соответствующий разгону до скоро-
сти конечной орбиты, а при выходе из атмосферы — условие отклю-
чения тяги, оптимальный угол атаки и равновесные параметры 
полета.  

Это можно сделать аналитически на основе следующих упроще-
ний и допущений:  

1) вращение Земли и ветер отсутствуют; 
2) конечное значение производной rP  близко к нулю: 

/ 0;  
r k k RP P V r P  ⇒ к / ;R k kP P V r                       (13) 

3) подъем из атмосферы происходит в плоскости целевой ор-
биты, параметр kP  (13) остается постоянным. Тогда функции nP  и 

φ
P  (8) упрощаются: 

φ / ; 
nP P r  2

φ / n kP P V r  ⇒ 2 2
φ φ / . 

kP P V r  

Учитывая, что λ / , kV r  находим решение этих уравнений: 

 0 0cos λ λ ; n nP P   φ 0 0sin λ λ , k nP V P                  (14) 
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где 0nP  — амплитуда параметра ;nP  λ  и  0λ — текущая и начальная 

долгота перелета из атмосферы; 
4) начало переходной орбиты близко к перигею, конец — к апо-

гею, в этом случае конечную долготу перелета принимаем к 0λ λ π,   

тогда из (14) следует 

к 0 0 cos ;π  n n nP P P  φк 0sinπ 0;k nP V P                  (15) 

5) переходная орбита начинается при оптимальном угле атаки 
α α e  и γ π / 2,   тогда амплитуда параметра :nP  

0 sinγtgα tgαn k e k eP P P     

к 0 к ;tgαn n k eP P P     к cosγtgα 0; r k eP P              (16) 

6) выход на целевую орбиту соответствует условиям (6), тогда из 
формулы (7) следует:  

/ , p v m pH P m P m    / 0p m pd H P m dt    

 кmP   ,/ /v pP m m  к 0.rP                             (17) 

Функция Понтрягина нормируется по всем сопряженным пара-
метрам, поэтому параметр кkP  можно задать произвольным числом, 

равным, например, 40.  
Дальнейшее решение показало, что аналитический расчет сопря-

женных параметров дает близкие к конечным значения, что не при-
водит в область сходимости краевой задачи, но ускоряет процесс ее 
поиска.  

Задача второго этапа — найти локальную область сходимости,  
в которой существует решение краевой задачи, т. е. приблизить нача-
ло экстремали (см. участок 2 на рис. 1) к условиям отделения ускори-
теля и наклонению i0 трассы ускорителя.  

На втором этапе задается приближение, полученное на первом 
этапе:  

кP    φ к
, , , .r R nP P P P  

Начальные краевые параметры соответствуют:  

0φ φ  — широте отделения второй ступени, 

0 τcos cosφnV i V  — наклонению трассы ускорителя 0i  и  

0,rV  0rV  — условиям равновесного полета. 
Интегрирование систем уравнений (1), (8) прерывается по усло-

вию опрокидывания АКС:  
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   α 0 α 90 .vP V                                       (18) 

Для решения многомерных краевых задач обычно используется 
итерационное решение системы линейных уравнений невязок крае-
вых траекторных параметров [13–16]. В каждой итерации методом 
секущих определяются элементы матрицы Якоби (частные производ-
ные секущих краевых параметров по вектору поиска): 

       / ,/       i i i iA f P P f P P f P P                (19) 

где  iP  — вариация элемента iP  вектора поиска ;P   f P  — вектор 

краевых невязок экстремали. 
После расчета (19) очередной вектор конечных сопряженных па-

раметров определяется рекуррентно: 

 1 . P P A f P                                       (20) 

При отладке методики решение (20) было реализовано, но автома-
тизировать алгоритм поиска не удалось ввиду прерывания расчета по 
ограничению (18) в десятках градусов от заданной широты старта. Та-
кой метод работает только в монотонном диапазоне функций невязок.  

Результаты расчетов показали, что малые вариации аргументов 
поиска изменяют количество и амплитуду рикошетов, количество и 
длительность участков пассивного полета (6) и движения по ограни-
чению (11). Невязки краевых параметров представляют собой немо-
нотонные гиперповерхности в пространстве аргументов поиска, 
включающие в себя не только множество локальных экстремумов, но 
и ступенчатые разрывы. Причина немонотонности — расходящиеся 
колебания большинства фазовых параметров. В итоге алгоритм по-
иска корней системы уравнений невязок зацикливается в одной из 
локальных областей либо совершает произвольный шаг в область 
другого экстремума, в окрестностях которого не существует решения 
краевой задачи.  

В процессе поиска выявлено, что снижение амплитуды колеба-
ний траекторных параметров сопровождается ростом широты, коли-
чества рикошетов и продолжительности полета.  

Кроме того, расчеты обращенной матрицы 1A  показали значи-
тельные корреляции траекторных и сопряженных параметров:  

nP  задает угол крена и наклонение начальной орбиты;  

φP  — фазу угла крена, изменяя широту и азимут старта; 

rP  — амплитуды колебаний угла тангажа и высоты рикошетов;  

RP  — фазу колебаний угла тангажа относительно фазы рикошетов.  
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Эти зависимости использованы при разработке алгоритма мини-
мизации траекторных колебаний, который ускорил и упростил реше-
ние краевой задачи.  

Методика поиска области сходимости. Данная методика вклю-
чает в себя внешний цикл поиска конечных сопряженных параметров 

кnP  (15), φкP  (15) по невязкам i0, φ0 методом секущих и вложенный 

цикл минимизации траекторных колебаний по параметрам кRP  (13) и 

кrP  (16).  

На каждом шаге поиска по условию (17) вычисляется значе-

ние к .mP  

Критерием немонотонности экстремали выбрано нормальное тра-
екторное ускорение, так как оно однозначно определяет колебания ос-
новных параметров полета относительно равновесной траектории: 

2 2
τ α cosγ / ( .μ / ) / /    

y y n kV F m V V r V r V                (21) 

Функционал минимизации колебаний представляет собой сред-
нюю амплитуду (21) нормального траекторного ускорения:  

,( rJ P  ,RP  )nP  
0

/ ;  
kt

y kV dt t                               (22) 

,kt t  по условию yV  φ.ε                               (23) 

Здесь kt  (23) — период осреднения колебаний, равный времени по-

следней смены знака (обнуления) траекторного ускорения:  
Для ускорения поиска применяли метод наискорейшего спус-

ка [12, 13], при котором методом конечных разностей определяются 

градиент J  (22) и матрица A  вторых частных производных функ-
ционала по сопряженным параметрам RP  и :rP  

J       ,/     r r rJ P P J P P P  

     / ;    R R RJ P P J P P P                           (24) 

A       ,/      r r rJ P P J P P P  

     ./     R R RJ P P J P P P                         (25) 

С учетом немонотонности функционала шаги поиска могут вы-
ходить за пределы области сходимости или определять максимум 
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 '' 0iiA   вместо минимума. В этих случаях применяется градиентный 

метод расчета (24) и (25) с ограничением шага поиска по условию:  

если '' ' / , ii i iA b J P  то '' ' / , ii i iA b J P                    (26) 

где b  — предел относительного увеличения шага поиска.  
Очередные векторы шагов поиска и конечных параметров опре-

деляются рекуррентно после расчета (22)–(26):  

  1
;

   P A J  .   P P P                              (27) 

Итерации (27) повторяются, возрастают продолжительность по-
лета, масса АКС, широта и наклонение трассы; начало полета при-
ближается к условиям отделения ускорителя.  

Цикл минимизации траекторных колебаний продолжается, пока 
вектор скорости АКС не достигнет стартовой плоскости, а широта — 
точки отделения второй ступени ускорителя: 

0 ;cos cosφ εnV i V  i                               (28) 

0 φφ φ .ε                                        (29) 

Графики итерационного поиска области сходимости по усло-
виям (28)–(29) показаны на рис. 2 оранжевым цветом, конечные ре-
шения — синим. На поиск области сходимости потребовалось более 
80 итераций. Количество траекторных колебаний достигало 30.  

На втором этапе может быть найдено решение краевой задачи 
для воздушного старта.  

 

Рис. 2. Итерации экстремалей:  
а — зависимость широты экстремалей от времени; б — условия полета в зависимости  

от высоты и скорости 
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На третьем этапе решения краевой задачи к траектории добавля-
ется стартовый участок с условием движения по выделенной трассе: 

n kP P 2 2
0cos cos φ / cosφ.i                             (30) 

В соответствии с условием (30) из системы уравнений (8) удаля-
ется производная ,nP тогда  

τ 0cos / cosφ. kP P i                                        (31) 

Внешний цикл второго этапа продолжается, а цикл минимизации 
колебаний заменяется циклами поиска параметров ,rP  ,RP  началь-

ных масс АКС и второй ступени ускорителя АКСm  и 2m  по следую-

щим начальным краевым условиям: 

0 сφ φ  — широта старта; 

0r  зr  — радиус; 

0 з з 0ω cosφkV r  — скорость поверхности Земли; 

0 0,rV  0 0,nV  0 0,kP  0 0,nP  0 0rP  — условия вертикаль-

ного старта.  
Интегрирование систем уравнений (1), (5) и (31) прерывается по 

условию обнуления вертикальной скорости АКС:  

0 ε . r VV                                              (32) 

Система уравнений невязок решается итерационно [13] с исполь-
зованием матрицы Якоби (19), (20). Сходимость процесса поиска су-
щественно зависит от выбора начальных значений вектора шагов по-

иска P  и шага интегрирования систем уравнений (1) и (5). Для 
обеспечения сходимости также необходима высокая точность расчета 
угла атаки (5) и моментов времени наступления следующих событий:  

– переключения тяги двигателя (6);  
– начала и конца движения по ограничению (11);  
– разделения ступеней (12);  
– смены знака радиального ускорения (23); 
– прерывания расчета экстремали по ограничениям (18), (32). 
Если итерации приводят к вырождению системы уравнений невя-

зок (решения не существует), то необходимо корректировать выбор 
двигателей, аэродинамических и геометрических характеристик сту-
пеней ускорителя и АКС, возобновляя поиск.  

В расчетном примере заданы следующие исходные данные. Ко-
ординаты старта — космодром Байконур, целевая орбита — эквато-
риальная круговая, h = 300 км. Масса ступеней без ДУ принималась 
в размере 11 % от массы топлива, конечная масса АКС — 1500 кг. 
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Для выбора оптимальной компоновки моделировались траектории 
с различными двигателями ускорителя и АКС, в том числе:  

для АКС — РД866, EAM Astrium, TRYN (Northrop Grumman); 
для ускорителя — RS-25, РД0162, РД-0110, Merlin 1D.  
Расчетные характеристики АКС, показавшие лучший результат, 

представлены в табл. 1.  
Таблица 1 

Расчетные характеристики аэрокосмического самолета 
Ступень 
АКС 

Наиме-
нование 
двига-
теля 

Коли- 
чество, 
шт. 

Характеристики двигателей Несущая 
поверх-
ность, 

площадь, 
м2 

Тяга, Н 
Импульс
в вакууме, 

с 
Масса, кг 

АКС  
конечная 

TRYN  10 10 · 554 =  
= 5 540 

330 10 · 6,03 = 
= 60, 3 

21 

Вторая  РД0124 
[18] 

1/2 294 000/2 = 
= 147 000 

359 520 /2 = 260 35 

Первая РД0124 
[18] 

4 4 · 294 000 = 
= 1 176 000 

359 4 · 520 =  
= 2 080 

42 

 
Результаты решения краевых задач. Численные исследования 

дали новые, отчасти неожиданные, результаты, включающие зависи-
мость оптимального управления от сопряженного вектора, парамет-
ров полета, допущений, характеристик АКС и ускорителя. 

Аэрокосмический самолет вертикально стартует с космодрома 
Байконур (λ0 ≈ 63°, φ0 ≈ 46°), ускоряется (рис. 3, а) первой ступенью 
до скорости ≈2800 м/c (m1 ≈ 52 300 кг), второй ступенью — до 
≈5070 м/c (m2 ≈ 9300 кг, λ ≈ 73°), медленно повышает скорость мар-
шевым ДУ АКС, при достижении условий перигея переходной эл-
липтической орбиты отключает ДУ (V ≈ 7400 м/c, mАКС ≈ 5370 кг, 
λ ≈ 206°, φ ≈ 0°), в апогее дает импульс ≈ 40 м/c, разгоняясь до скоро-
сти конечной орбиты (∆m ≈ 24 кг, λ ≈ 360°, φ ≈ 0°). 

При наборе скорости элементы сопряженного вектора , ,r k nP P P

так управляют положением АКС (рис. 3, б), что он совершает непол-
ный оборот по крену вправо до γ ≈135°, затем влево до γ ≈ 0°, 
направляя азимут движения А к плоскости переходной орбиты  
(рис. 3, в), понижая наклон траектории θ, тангаж ϑ и повышая угол 
атаки α (рис. 3, г).  

На участке атмосферного маневра АКС совершает колебания 
в диапазоне θ ≈ ±4°, ϑ и α — относительно αе ≈ 12…13°. По мере 
приближения к плоскости экватора АКС продолжает поворот до 
γ ≈ –π/2, направляя азимут движения в плоскость конечной орбиты. 
В середине переходной орбиты (рис. 3, в) АКС проходит точку (γ ≈ π,  
α ≈ 0°), а в апогее завершает полный оборот (γ ≈ π/2, α ≈ 12°).  
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Рис. 3 (начало). Оптимальные параметры полета и управления: 

а — масса и земная скорость; б — элементы сопряженного вектора , ;,r k nP P P   

в — азимут А и крен γ 
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Рис. 3 (окончание). Оптимальные параметры полета и управления: 

г — углы атаки α, тангажа ϑ и наклона траектории θ; д — курс Ψ и угол рыскания ψ,  
угол тангажа ϑ и угол наклона траектории θ 

 
На атмосферном участке сопряженный вектор так ориентирует 

АКС (рис. 3, б), что углы рыскания ψ и курса Ψ, тангажа ϑ и наклона 
траектории θ (рис. 3, д) колеблются с небольшим фазовым сдвигом, 
демпфируя траекторные колебания относительно равновесных условий.  

В процессе обеспечения условий решения краевых задач было 
найдено типовое для ракет-носителей (РН) оптимальное распределе-
ние топлива АКС, второй и первой ступеней (3,87 : 8,2 : 46,8) т. При 
этом повышение тяговооруженности первой ступени снижало грави-
тационные потери и, соответственно, стартовую массу, но было огра-
ничено допустимой осевой перегрузкой. Оптимальная тяговооружен-
ность второй ступени оказалась мала (≈7,6…22,8 м/c2) и получилась 
еще меньше (≈1,1…3,8 м/c2) для АКС, что типично для самолета. 

Результаты поиска области сходимости показали, что аналитиче-
ский расчет начального приближения сопряженных параметров (вы-
делено темным в табл. 2) дает близкие к конечным значения, что 
подтверждает правомерность формул и допущений (14)–(17) анали-
тического расчета: 

– долгота переходной орбиты (см. рис. 3, а) составила кλ  154°; 
– угол атаки (см. рис. 3, г) начинается и заканчивается значением 

αе ≈ 12…13°;  
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Таблица 2 

Аналитический расчет и конечные значения сопряженных параметров 

Вариант поиска 
Сопряженный параметр

kP  rP  nP  RP  P  
mP  

Аналитический 
расчет 

40 10–6 –8,1 0,04635 0 108,53 

Конечное  
решение 

40 0,002717 –8,2892 0,04611 –575,03 110,83 

 
– на квазигоризонтальном участке атмосферного маневра изме-

нение угла крена (см. рис. 3, в) соответствует результатам работы [17]; 
– сопряженный вектор и угол рыскания (см. рис. 3, б, д) соот-

ветствуют функции (14):  

/ tgn kP P ψ  кtgα cos λ λ . e  

Окончательное решение краевой задачи на третьем этапе потре-
бовало от 5 до 20 итераций поиска параметров ,rP  ,RP  АКС ,m  2m  и 

1m  по условиям: 

0 сφ ;φ  0h  0;  

0 з з 0ω c sφ ;okV r  0 0;rV  

0 0;nV  0 0;kP  

0 0.nP  

Пример итераций (0–5) поиска траектории АКС, приближенной  
к трассе, по условиям старта представлен на рис. 4, а, поиска траек-
тории по высоте — на рис. 4, б. 

В процессе итераций получена практически линейная зависи-
мость вариации стартовой массы АКС (рис. 5) от высоты начала по-
лета ≈ 1 кг/м.  

На рис. 6 представлены результаты решения краевых задач для 
трех точек старта космодрома Байконур.  

Точки отделения ступеней находятся на разрешенной трассе  
(рис. 6, а). Осевая перегрузка nx не превышает 5,6 (рис. 6, б). До вы-
сот ≈55 км наклон траектории снижается, после сброса второй ступе-
ни АКС достигает ≈81 км. Масса АКС убывает, земная скорость, со-
ответственно, возрастает (рис. 6, в). 
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Рис. 4. Итерации (0–5) поиска траектории АКС по трассе (а) и высоте (б) 

 

Рис. 5. Зависимость стартовой массы АКС от высоты начала полета 
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Рис. 6. Результаты решения краевых задач для трех точек старта: 
а — трасса старта; б — осевая перегрузка nx и высота полета h; 

в — масса и земная скорость 
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Применение принципа максимума Понтрягина позволяет полу-
чать идеальные оптимальные траектории — экстремали, однако 
управление по сопряженному вектору трудно реализовать в бортовой 
системе управления, поскольку:  

– решение краевых задач требует значительного количества вы-
числений;  

– результаты решения крайне неустойчивы к случайным возму-
щениям, вариациям характеристик АКС и ускорителя, что не обеспе-
чивает точного выведения АКС. 

Тем не менее экстремали могут быть использованы в качестве эта-
лона для формирования функций наведения и оценки их эффективно-
сти путем сравнения параметров полета и конечных критериев. Чтобы 
сравнение было правомерным, математические модели (1), (2) задач 
наведения и оптимального управления должны быть идентичны.  

Формирование функций наведения. Известны функциональные 
(жесткие) и терминальные (гибкие) методы наведения [19]. 

Жесткое наведение для продолжительного полета в возмущенной 
атмосфере использовать нецелесообразно. Поэтому в настоящем ис-
следовании выбран терминальный метод, в котором алгоритмы наве-
дения основаны на принципах усиления невязок по обратной связи, 
демпфирования производных невязок и аппроксимации функций эта-
лонного управления. Терминальные условия наведения — достиже-
ние параметров целевой орбиты.  

Управление первой ступенью ускорителя подробно изучено [19–
21] и реализовано на практике, поэтому в данной статье оно рассмат-
ривается только для расчета вариаций параметров полета в точке от-
деления первой ступени. 

Первоначально функции наведения были заданы сложными фор-
мулами, включающими более 20 коэффициентов. В результате при-
менения методики оптимизации, аналогичной [20], большая их часть 
обратилась в ноль. Осталось только пять значимых, что упростило 
сами функции и поиск коэффициентов.  

Наведение в горизонтальной плоскости задается функцией боко-
вой перегрузки:  

zn = 2
2

φ φ
( φ ) / / ( ), φ  k n nk V k V V k                      (33) 

причем 2φ
k  регулирует усиление в зависимости от широты, а коэф-

фициенты φk  и nk  асимптотически направляют АКС в плоскость це-

левой орбиты:  

φ 0;  0.nV  

Наведение в вертикальной плоскости заключается в выводе АКС 
на пассивную переходную орбиту ( 0)rV  и отключении двигателя 
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по условию, когда значение расчетного радиуса апогея αr  достигнет 

значения радиуса целевой орбиты к:r  

   2 2
α кα α α / )  ,rr r r rV h r                        (34) 

где α μ/  h  — большая полуось; 2 2μ / h V r  — интеграл энергии; 
r — текущий радиус суборбиты АКС.  

Вывод АКС на переходную орбиту задается функцией нормаль-
ной перегрузки: 

yn  / ;r r rn k V V                                   (35) 

rn = (1 – 2 2 2
з/ μ) ./rV r r                               (36) 

Здесь rk  — коэффициент демпфирования радиальной скорости; rn — 

равновесная радиальная перегрузка. 
Анализ эталонных траекторий показал, что значительные откло-

нения угла атаки от оптимального угла αe  приводят к существенным 

управленческим и аэродинамическим потерям. Чтобы снизить эти 
потери, перегрузки (33)–(36) нормируются: 

 α ,yе yn n n   α ,zе zn n n                           (37) 

     αα α 1 / α α ,  e en k k                          (38) 

 2 2 αα   / .  y z p e ym n n F Sq C                         (39) 

Здесь α  — угол атаки; kα  — нормирующий коэффициент. 

Выражение (38) — это нормирующая функция; угол атаки в (39) 
рассчитывается по перегрузкам (37), (38).  

Равновесные параметры полета соответствуют условию  

0 cosγ / μ / 0.   
y y rV F m n r  

Отсюда следует: 

0 μ / / cosγ. y rF mn r                                  (40) 

Угол крена tgγ  определяется из уравнений (34), (36):  

tgγ ./z rn n                                          (41) 

Оптимальные значения угла атаки αe  и скоростного напора eq  

определяются по условиям равновесия (40), (41) и максимума проек-
ции сил на вектор скорости: 
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0
e

0
e

inα ,

cosα max.

y p e y

x p e x

F F s Sq C

F F Sq C

  

   

                      (42) 

Решение уравнений (42) для второй ступени и АКС (рис. 7) пока-
зало, что при отделении второй ступени происходит разрыв опти-
мальных параметров равновесного полета: угол атаки изменяется  
с  α 2e ст ≈ 19° на  α АКСe ≈ 13°, а скоростной напор — с 0 на  

17 кПа, что обусловлено 25-кратным снижением тяги АКС и ее вкла-
да в подъемную силу .sinαp eF  

 

Рис. 7. Оптимальные равновесные значения угла атаки и скоростного напора, кПа,  
для второй ступени и АКС 

 
Для того чтобы снизить потери энергии в переходном процессе 

после отделения ступени, применяется функция относительного вре-
мени, которая представляет собой часть кубической параболы 

 2τ 3 2τ  в диапазоне значений 0…1 с нулевыми граничными про-

изводными:  

          2α τ  α 2 τ 3 2τ  α АКС   α 2 ;e e e eст ст             (43) 

τ      2 1 2/ ,t t t t                                        (44) 

где 1 t , 2t  — время начала и окончания участка полета второй ступени.  

Структура формул (34)–(44) аппроксимирует эталонное управле-
ние, асимптотически приближает АКС к плоскости целевой орбиты  
и равновесным условиям полета, определяет момент отключения 
двигателя и выводит АКС на попадающую пассивную траекторию. 
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Орбитальная коррекция в настоящей работе не исследуется и учиты-
вается только в расчете расхода топлива на коррекцию промаха. 

Оптимизация коэффициентов наведения. Суть решения задачи 
оптимизации состоит в итерационном поиске коэффициентов наве- 
дения: 

φ ,(k k  ,nk  2φ
, , ).rk k kα  

Критерий поиска — минимум расхода топлива, необходимого 
для вывода АКС на целевую орбиту (или максимум конечной массы 

к  m  max). 

Функционал оптимизации учитывает дополнительный расход 
топлива на коррекцию промаха, который вычисляется по формуле 
Циолковского: 

J ( k )  к  exp  pm m V     max.                      (45) 

Здесь кm  — масса АКС до коррекции; pm  — удельный расход топ-

лива; V  — суммарный импульс скорости, n rV V V    
2 2 2( sin φn n kV V V    — промах по наклонению,  rV  

2
к2μ / μ /  V r r

 
— радиальный промах). 

Вариации характеристик двигателей и аэродинамики АКС важны 
для расчета гарантийного запаса топлива, но в методике оптимизации 
не учитывались, так как являются систематическими. Моделирова-
лись только случайные возмущения, из которых наибольший промах 
вносят вариации ветра и плотности атмосферы [11]. В каждом рас-
четном случае задавались предельные сочетания возмущений и мето-
дом наискорейшего спуска определялись оптимальные коэффициен-
ты наведения.  

Вариант возмущений с наибольшими потерями топлива опреде-
лялся по градиенту функционала (45): возмущение ветра — встреч-
ное, вариации плотности на участке ускорителя ∆  = max, на участке 
АКС — ∆   = min.  

Результаты оптимизации траектории наведения АКС. При 
старте с космодрома Байконур и наведении АКС на экваториальную 
околоземную орбиту наибольшие потери топлива составили ≈2 % от 
конечной массы АКС (≈30 кг).  

Для сравнения на рис. 8 представлены траектория наведения АКС 
на экваториальную околоземную орбиту (показана черным цветом) и 
экстремаль (обозначается индексом «р», график оранжевого цвета). 
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Рис. 8. Траектории АКС при старте с космодрома Байконур: 
а — высота (км) и скорость по долготе; б — высота по скорости; 

в — трасса и азимут; г — азимут по широте 

 
Амплитуда колебаний высоты и скорости (рис. 8, а, б) на траек-

тории наведения значительно меньше, чем на экстремали, что увели-
чивает расход топлива в номинальном случае, но минимизирует по-
тери топлива на коррекцию промаха в случае предельных 
возмущений. Причиной этого является повышение коэффициентов 
демпфирования kn (33) и kr (35). Следствием этого является сокраще-
ние долготы выхода в плоскость переходной орбиты и устранение 
колебаний азимута (рис. 8, в). В целом график азимута наведения 
огибает азимут экстремали (рис. 8, г) и стремится в конце маневра к 
условиям А ≈ 90, φ ≈ 0. 

Для оценки эффективности расчетного маневра АКС в табл. 3 пред-
ставлено сравнение с баллистическими характеристиками РН «Стрела». 
В качестве примера была выбрана траектория с выполнением горизон-
тального маневра при выведении низкоорбитального КА наблюдения 
Земли «Кондор». 
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Таблица 3 

Сравнение баллистических характеристик расчетного варианта  
РН «Стрела» и АКС 

Ракета-
носитель 

Широта 
старта 

Масса КА, т / 
высота орбиты, км 

Наклонение, град Угол 
манев-
ра, град 

Стартовая 
масса, т началь-

ное 
конеч-
ное 

Стрела 46° 1,6 / 200 1,15 / 500 65 74,7 9,3 105 

АКС 46° 1,5 / 300 52 0 52 67,2 

 
Данные в табл. 3 подтверждают преимущества использования 

аэродинамических сил по критериям экономии топлива и величины 
угла маневра по наклонению.  

Заключение. В настоящем исследовании предложены решения 
основных проблем оптимизации управления и наведения АКС для 
траекторий с наземным стартом и выходом на экваториальную орби-
ту. В ходе проведенных исследований получены следующие резуль-
таты.  

1. Учтены существенные физические факторы и предусмотрена 
сквозная оптимизация управления без переноса граничных условий. 
Математическая модель применима для различных вариантов АКС  
и координат старта. 

2. Расчетная система координат исключила неопределенности ти-
па деления на ноль, уменьшила количество гармонических функций, 
понизила размерность сопряженного вектора и ускорила решение. 

3. Получены системы дифференциальных уравнений движения 
АКС и сопряженных переменных. Реализован принцип максимума 
Понтрягина. 

4. Разработаны методики поэтапного решения краевых задач. 
5. Подтверждена правомерность допущений и формул методики 

аналитического расчета начального приближения с помощью резуль-
татов решения краевой задачи. Программная реализация доказала 
надежность методики поиска области сходимости. 

6. Решены краевые задачи для нескольких вариантов характери-
стик АКС и координат старта. Рассчитаны и проанализированы экс-
тремали.  

7. Сформированы оптимальные функции наведения, аппрокси-
мирующие эталонное управление АКС.  

8. Разработан алгоритм оптимизации коэффициентов наведения  
в условиях возмущений и расхода топлива на коррекцию промаха. 

9. Рассчитаны оптимальные коэффициенты наведения, которые 
увеличили номинальный расход топлива, но минимизировали потери 
топлива в случае предельного сочетания возмущений. 
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10. Разработаны автоматизированные программы по всем моде-
лям и методикам.  

Недостатки настоящей статьи — методики не были проверены 
для других типов маневра, принцип максимума Понтрягина был реа-
лизован для упрощенной модели аэродинамики, что снижает досто-
верность результатов.  

В следующих работах будут рассмотрены: 
– методики и программы для сложной модели аэродинамики  

с численным расчетом производных сопряженного вектора;  
– отладка универсальной программы для всех аэрокосмических 

маневров: старт — горизонтальный и наклонный (орбита, воздух, по-
верхность Земли), финиш — горизонтальный и наклонный (орбита, 
воздух, поверхность).  
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The paper overviews works on methods for solving problems of aerospace aircraft con-
trol and aims to solve the remaining problems. The purpose of the study was to obtain 
reference optimal control and its approximation in the guidance functions. When stating 
the problem, we took into account all essential physical factors; we selected the solution 
techniques and computational coordinate system, developed a mathematical model, 
methods and automated procedures for end-to-end optimization relying on the maximum 
principle, the formation and optimization of guidance functions. In addition to the well-
known methods for solving boundary value problems, methods of analytical calculation 
of the initial approximation and the search for the convergence region were developed. 
The results of numerical studies contain nominal and perturbed optimal trajectories in 
which an aerospace aircraft is boosted by an accelerator, performs global spatial ma-
neuvers, and enters orbit. Having analyzed extremals, compared and evaluated the effec-
tiveness of the guidance functions, we drew certain conclusions taking into account the 
perturbations. 
 
Keywords: aerospace, hypersonic, maneuver, control, guidance, optimal, maximum prin-
ciple, boundary value problem 
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