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Предложен адаптированный для трещины нормального отрыва двухпарамет-
рический критерий максимальных тангенциальных напряжений, учитывающий 
Т-напряжения. Данный критерий отличается тем, что размеры зоны предразруше-
ния записываются с учетом Т-напряжений, а тангенциальные напряжения в этой 
зоне приравниваются локальной прочности материала, а не пределу прочности, как 
это обычно делается. Представлены двухпараметрические критерии разрушения 
для случая плоского напряженного и деформированного состояний, позволяющие 
учесть стеснение деформации по фронту трещины. Получены выражения для 
эффективного коэффициента интенсивности напряжений, в которые кроме коэф-
фициента интенсивности напряжений входит отношение Т-напряжений к пределу 
прочности. С помощью этих уравнений можно определить наиболее опасную точ-
ку фронта трещины и, зная вязкость разрушения материала, оценить трещино-
стойкость детали с трещиной. В качестве примера использования критерия раз-
рушения рассмотрена полуэллиптическая краевая трещина в растянутой в двух 
направлениях пластине. 
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Введение. В последнее время все чаще оценка трещиностойкости 

и живучести упругих тел с трещинами проводится с использованием 
не только коэффициента интенсивности напряжений (КИН), но и  
Т-напряжений. Впервые эти напряжения были предложены М. Виль-
ямсом [1], который получил разложение для описания их поля у вер-
шины трещины. В данное разложение наряду со слагаемыми, завися-
щими от расстояния до вершины трещины, входит постоянный член, 
названный Т-напряжение. Такие напряжения лежат в плоскости трещи-
ны и не зависят от расстояния до ее вершины. В литературе описаны 
различные подходы к оценке трещиностойкости и живучести деталей и 
конструкций с учетом Т-напряжений. В первую очередь нужно отме-
тить исследования M. Вильямса и П. Эвинга, впервые предложивших 
критерий максимальных тангенциальных напряжений с учетом Т-на-
пряжений для трещины обобщенного нормального отрыва [2]. Взяв 
за основу подходы Вильямса и Эвинга, Д. Смит с соавторами получил 
двухпараметрический критерий максимальных тангенциальных напря-
жений [3]. В работе [4] Ю.Г. Матвиенко предложил критерий осреднен-
ных тангенциальных напряжений, в который также входят Т-напря-
жения. Аятоллахи с соавторами представил энергетическую трактовку 
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критерия разрушения с учетом Т-напряжений [5]. Следует отметить, 
что все рассмотренные критерии введены для трещины обобщенного 
нормального отрыва, а не для трещины нормального отрыва, хотя 
трещина такого типа достаточно часто встречается на практике. По-
этому в работе [6] А.С. Чернятин с соавторами предложил методику 
расчета на живучесть с учетом Т-напряжений сварной трубы с тре-
щиной нормального отрыва. В качестве недостатка указанной работы 
следует отметить наличие в расчетной модели принятого по рабо- 
те [7] эмпирического параметра, для определения которого требуется 
проводить специальное экспериментальное исследование. Таким обра-
зом, несмотря на многочисленные публикации, касающиеся Т-на-
пряжений, так и не удалось найти в литературе критерий разрушения, 
позволяющий оценивать трещиностойкость произвольных деталей 
со сквозными и несквозными трещинами нормального отрыва на ос-
нове общепринятых механических характеристик материала. В связи 
с этим цель настоящего исследования заключается в том, чтобы 
на основе известных в литературе подходов сформулировать двухпа-
раметрический критерий разрушения, в который в качестве расчет-
ных параметров входят коэффициент интенсивности напряжений и 
Т-напряжения по фронту трещины, а в качестве экспериментальных 
данных — предел прочности в  и вязкость разрушения IсK . 

Критерий разрушения для плоского деформированного со-
стояния. Рассмотрим сначала плоское деформированное состояние 
(ПДС). В случае сохранения только одного несингулярного члена  
в разложении Вильямса выражения для напряжений в плоскости 
трещины на расстоянии от ее вершины, равном размеру зоны пред-
разрушения, будут иметь вид [8] 
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где , ,  х y xy  — осевые и касательное напряжения; IK  — КИН  

типа I; T  — Т-напряжения;   — коэффициент Пуассона; rc — раз-
мер зоны предразрушения. 

Очевидно, что , ,  х y z  будут главными напряжениями. Вве-

дем для упрощения выкладок обозначение 
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Тогда выражения для главных напряжений можно записать в виде 

, , (2 ).             T Т                        (2) 
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В результате эквивалентное напряжение по теории прочности 
Хубера — Мизеса [9] с учетом (2) приобретает вид 
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Приравняв это выражение пределу прочности, придем к квадрат-
ному уравнению относительно :  

2 2 2 2 2 2
в(1 2 ) (1 2 ) (1 ) 0.          Т Т  

Пригодный корень данного уравнения имеет вид 
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Определим размер зоны предразрушения аналогично тому, как это 
делается при вычислении поправки Ирвина на пластическую зону. 
Также воспользуемся теорией прочности Треска — Сен-Венана [9], 
учитывая Т-напряжения. Предположим, что T < 0. В этом случае глав-
ные напряжения можно записать так:  
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Тогда условие прочности будет иметь вид 
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где IcK  — вязкость разрушения, т. е. критическое значение КИН, по-

лученное при наиболее жестком стеснении деформации, которое реа-
лизуется в условиях ПДС. 

Отсюда следует 
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Полученное выражение для сr  при замене предела прочности на 

предел текучести и при Т-напряжениях, равных нулю, переходит в 
известное выражение для поправки Ирвина на пластическую зону 
при ПДС [10]: 

22
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с
т

(1 2 )
,

2

  
    

K
r  

где т  — предел текучести. 

Необходимо указать, что замена предела текучести на предел 
прочности выглядит оправданно, так как рассматриваются хрупкие 
тела. Расчет на прочность таких тел обычно проводится по пределу 
прочности, тем более что для хрупких тел эти характеристики близки. 

Подставив в выражение (3)   по формуле (1), а rc — по (4), по-
лучим 
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Правая часть критериального соотношения (5) представляет, по су-
ти, локальную или когезионную прочность материала [8]. Различие 
заключается только в том, что в выражении используется предел 
прочности, а не предел текучести, как в работах Ю.Г. Матвиенко.  
Левая часть уравнения (5), согласно (1), — это выражение для напря-
жения ,y  которое для трещины нормального отрыва является тан-

генциальным. Таким образом, критериальное соотношение (5) факти-
чески представляет учитывающий Т-напряжения обобщенный [11] 
критерий максимальных тангенциальных напряжений, адаптирован-
ный для трещины нормального отрыва. Однако при вычислении с по-
мощью данного критерия размера зоны предразрушения, в отличие 
от расчета в работе [11], учитывались Т-напряжения, а также танген-
циальное напряжение приравнивалось не пределу прочности, а ло-
кальной прочности материала. Аналогичный подход описан в [12], где 
при записи критерия разрушения Новожилова осредненные нормаль-
ные напряжения приравниваются локальной прочности материала. 

Из выражения (5) можно записать выражение для критерия раз-
рушения в следующем виде: 

2 2 2 2
Ic в

I 2
в

(1 2 ) (1 )
.

2 2(1 2 )

                 

K ТТ Т
K

Т
              (6) 



Двухпараметрический критерий разрушения для трещины нормального отрыва 

Инженерный журнал: наука и инновации   # 7·2022                                             5 

Правую часть уравнения (6) можно назвать эффективной вяз- 

костью разрушения эф
Ic .K  Тогда, вводя параметр 

в

, 

T

 равный  

отношению Т-напряжений к пределу прочности, получим 
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Согласно уравнению (7), эффективная вязкость разрушения, зави-
сящая от степени стеснения деформаций в окрестности фронта трещи-
ны, определяется вязкостью разрушения Ic ,K  а также отношением  

Т-напряжений к пределу прочности и коэффициентом Пуассона. 
Критерий разрушения для плоского напряженного состоя-

ния. Рассмотрим теперь критерий разрушения при плоском напря-
женном состоянии. В этом случае в плоскости трещины на расстоя-
нии от вершины трещины, равном размеру зоны предразрушения, 
напряжения будут определяться так: 
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а главные напряжения с учетом (1) будут иметь вид 

, , 0.          T  

Подставив главные напряжения в условие прочности Хубера — 
Мизеса, придем к выражению 
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откуда можно получить следующее квадратное уравнение: 
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решение которого приводит к расчету :  
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Размер зоны предразрушения определяем аналогично тому, как 
это было сделано для ПДС: 
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откуда получим 
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Данное выражение отличается от поправки Ирвина на пластиче-
скую зону при ПНС только тем, что в него вместо предела текучести 
входит предел прочности. Причем, в отличие от ПДС, Т-напряжения 
не входят в выражение для определения размера зоны предразруше-
ния (9). 

Подставим   по формуле (1), а rc — по формуле (9) в уравне-
ние (8), что приведет к выражению 

2Iс
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Теперь с учетом параметра   получим критерий разрушения 
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Зависимости (7) и (10) для эффективной вязкости разрушения 
можно представить в следующем виде: 

эф
I IсIc ,  K К K  

где   — коэффициент, учитывающий стеснение деформации в окрест-
ности фронта трещины.  

Значения этого коэффициента в зависимости от параметра   

для положительных и отрицательных значений Т-напряжений при-
менительно к ПДС и ПНС, а также относительное различие коэффи-
циентов   при ПДС и ПНС приведены в таблице. Значения коэф-
фициента  , учитывающего стеснение деформации в окрестности 
фронта трещины при отрицательных Т-напряжениях, для ПДС и 
ПНС различаются незначительно. Для положительных Т-напряжений 
это влияние существенно. Так, для 0,8   различие значений коэф-
фициента   при ПДС и ПНС составляет более 40 %. Кроме того, 
как при ПДС, так и при ПНС при положительных Т-напряжениях ко-
эффициент   и, следовательно, эффективная вязкость разрушения 
снижаются, а при отрицательных — повышаются. Причем при одина-
ковых по модулю значениях Т-напряжений изменение вязкости раз-
рушения для положительных Т-напряжений происходит существенно 
быстрее, чем для отрицательных, и это различие тем больше, чем 
выше абсолютное значение Т-напряжений. Например, для   = 0,3 
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при ПДС изменение вязкости разрушения при положительных  
Т-напряжениях на 33,1 % больше, чем при для отрицательных, а при 
  = 0,6 превышает их более чем в 2 раза. 

Значения коэффициента ,  учитывающего стеснение деформации  
в окрестности фронта трещины 

  
Т < 0 T > 0 

ПДС ПНС δ, % ПДС ПНС δ, % 

0,1 1,048 1,046 0,191 0,9478 0,9462   0,127 

0,2 1,090 1,085 0,459 0,8914 0,8849   0,735 

0,3 1,127 1,116 0,986 0,8309 0,8157   1,863 

0,4 1,157 1,138 1,845 0,7661 0,7381   3,794 

0,5 1,178 1,151   2,2346 0,6969 0,6514     6,9850 

0,6 1,188 1,154 2,946 0,6224 0,5544 12,266 

0,7 1,184 1,145 3,406 0,5416 0,4453 21,626 

0,8 1,159 1,121 3,390 0,4525 0,3211 40,921 

 
В некоторых случаях удобнее вычислять не эффективную вяз-

кость разрушения, а эффективный КИН, который можно получить 
для ПДС из уравнения (7): 
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а для ПНС — из формулы (11): 
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IсI 2

2
.

4 3
 

  

K
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Следует отметить, что наибольший практический интерес пред-
ставляет формула (11), так как с большой степенью точности можно 
считать, что напряженное состояние по фронту объемной трещины 
нормального отрыва близко к ПДС. В связи с этим обычно при оценке 
трещиностойкости по силовому критерию разрушения Ирвина [13], 
не учитывающего Т-напряжения, максимальный КИН по фронту объ-
емной трещины нормального отрыва приравнивается вязкости разру-
шения Iс ,K  т. е. критическому значению КИН, полученному в услови-

ях ПДС. Такой подход, например, применен в работе [14] при оценке 
трещиностойкости трубопровода с краевой полуэллиптической тре-
щиной. В данном случае подход аналогичен. Методика оценки трещи-
ностойкости деталей с произвольными трещинами нормального отры-
ва заключается в следующем: вычисляются КИН и Т-напряжения 
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по фронту трещины, а по формуле (11) или (12), в зависимости от типа 
напряженного состояния, при известных в  и коэффициенте Пуассона 

определяется эффективный КИН. Опасной точкой фронта окажется та, 

в который эф
IK  будет наибольшим. 

Формулу для эффективного КИН можно использовать и для рас-
чета на живучесть с учетом Т-напряжений. Для этого необходимо 
знать режимы цикла нагружения и рассчитать размахи КИН и  
Т-напряжений за цикл нагружения, а по формулам (11) или (12) 
определить размах эффективного КИН, который нужно подставить, 
например, в формулу Пэриса [13]. 

Пример реализации критерия разрушения. В качестве приме-
ра использования предложенного критерия разрушения был пред-
ставлен расчет распределения КИН и Т-напряжений по фронту полу-
эллиптической краевой трещины в растянутой в двух направлениях 
пластине (рис. 1). Размеры пластины и трещины принимали следую-
щими, мм: W = 20; h = 20; t = 30; a = 4; b = 2. Расчет выполнялся в ко-
нечно-элементном комплексе ANSYS. Предел прочности был принят 
равным 600 МПа, коэффициент Пуассона — 0,3. 

 

Рис. 1. Расчетная схема 
 
Были рассмотрены два варианта нагружения. Для варианта 1 

напряжения принимались равными, МПа: 200; y  0, 25, 50, 75, х  

100,  для варианта 2 — 100; y  0, 50, 100, 150, 200. х  Распреде-

ления КИН и Т-напряжений по фронту трещины для вариантов 
нагружения 1 и 2 приведены на рис. 2, 3 и 5, 6 соответственно, а для 
сравнения рассчитанный по формуле (11) эффективный КИН и 
обычный — на рис. 4 и 7. По оси абсцисс всех графиков отложен  

относительный угол / ,     определяющий точку на фронте тре-
щины, а также отсчитываемый от точки, выходящей на поверхность. 
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Рис. 2. Распределение КИН по фронту трещины  
для варианта нагружения 1 

 
 

 

Рис. 3. Распределение Т-напряжений по фронту трещины  
для варианта нагружения 1 
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Рис. 4. Эффективный и обычный КИН для варианта нагружения 1 
 
 
 

 

Рис. 5. Распределение КИН по фронту трещины для варианта нагружения 2 
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Рис. 6. Распределение Т-напряжений по фронту трещины  
для варианта нагружения 2 

 

Рис. 7. Эффективный и обычный КИН для варианта нагружения 2 
 
Обсуждение полученных результатов. Значения КИН прежде 

всего зависят от напряжений ,y  направленных перпендикулярно 

плоскости трещины (см. рис. 2 и 5). Лежащие в плоскости трещины 
напряжения x  оказывают незначительное влияние на значения 

КИН. В свою очередь, Т-напряжения, согласно рис. 3 и 6, сильно за-
висят от напряжений x  на всем протяжении фронта трещины, за ис-

ключением наиболее заглубленной точки, в которой на Т-напряжения 
не влияет значение .x  Причем Т-напряжения для варианта 2 даже 

изменяют знак в зависимости от напряжений .x  В связи с этим  
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эквивалентный КИН, как видно на рис. 7, становится даже больше 
обычного КИН. Для варианта 1 эффективный КИН для рассматрива-
емого случая нагружения по всему фронту трещины меньше обычно-
го КИН. На рис. 4 и 5 также видно, что опасной точкой для обоих ва-
риантов нагружения будет наиболее заглубленная точка фронта 
трещины. Поэтому для оценки трещиностойкости нужно сравнивать 

эф
IK  в этой точке с вязкостью разрушения материала Iс.K  Следует 

отметить, что для трещин с другим соотношение полудлины к глу-
бине наиболее опасной может оказаться точка, выходящая на по-
верхность пластины. 

Заключение. Проведенное исследование позволило представить 
полученные результаты и сформулировать следующие выводы. 

1. Предложен двухпараметрический критерий разрушения для 
трещины нормального отрыва, в котором в роли расчетных парамет-
ров выступают КИН и Т-напряжения, а в качестве механических ха-
рактеристик — предел прочности и вязкость разрушения материала. 

2. Установлено, что положительные Т-напряжения вследствие 
того, что в этом случае происходит большее стеснение деформации, 
оказывают более существенное влияние на эффективную вязкость 
разрушении и эффективный КИН, чем отрицательные Т-напряжения. 

3. Показано, что для полуэллиптической краевой трещины в рас-
тянутой в двух направлениях пластине фактически влияние на значе-
ния КИН оказывают только напряжения, перпендикулярные фронту 
трещины, а напряжения, лежащие в плоскости трещины, влияют 
лишь на Т-напряжения. 

4. В зависимости от соотношения растягивающих напряжений и 
отношения полудлины трещины к ее глубине эффективный КИН мо-
жет быть как ниже, так и выше обычного КИН, т. е. оценка трещино-
стойкости на основании однопараметрического критерия разрушения 
без учета Т-напряжений не всегда является консервативной. 
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Two-parametric fracture criterion for Mode I crack 
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The study introduces a two-parametric criterion for maximum tangential stresses 
adapted to the Mode I crack, which includes T-stresses. The difference of this criterion is 
that the size of the fracture process zone is written with account for the T-stresses, while 
the tangential stresses in the fracture process zone are equated to the local strength of 
the material rather than to the ultimate strength, as it is usually done. The paper gives 
two-parametric fracture criteria for the case of plane stress and strain states, allowing 
the strain constraint along the crack front. Within the study, we obtained expressions for 
the effective stress intensity factor which include the T-stresses — ultimate strength ratio, 
in addition to the stress intensity factor. This expression allows us to determine the most 
dangerous point of the crack front and, provided we know the fracture toughness of the 
material, to estimate the crack resistance of the part with the crack. As an example of us-
ing the fracture criterion, we considered a semi-elliptical edge crack in a plate stretched 
in two directions. 
 
Keywords: fracture mechanics, T-stress, Mode I crack, two-parametric fracture criterion, 
effective stress intensity factor 
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