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Предложена математическая модель для оценки параметров газа наддува при за-
полнении тупиковых зон в магистралях пневмогидравлических систем (ПГС) жид-
костных ракетных двигательных установок (ЖРДУ). Выполнение таких расчетов 
необходимо для проведения предварительных оценок проектных характеристик 
магистралей ПГС, обеспечивающих работу пневмоавтоматики ЖРДУ. Суще-
ствующая в настоящее время для решения данной задачи инженерная методика 
предусматривает решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений, 
но не позволяет отследить изменение давления и температуры по длине тупико-
вых зон при заполнении магистралей ПГС. Предложенная модель учитывает не-
однородность параметров течения по длине тупиковых зон, а также неадиаба-
тичность течения, т. е. предполагает наличие теплообмена между стенками 
магистрали и газом наддува. С помощью представленной модели были построены 
зависимости изменения параметров газа в магистрали. Полученные данные были 
сопоставлены с результатами расчетов по методике инженерной оценки, кото-
рая традиционно применяется в инженерной практике для решения задач такого 
класса.  
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Введение. В данной работе предлагается математическая модель 

для расчета параметров течения газа наддува при заполнении маги-
стралей с тупиковыми зонами, к числу которых, в частности, отно-
сятся магистрали управления подсистемами пневмогидравлической 
системы подачи топлива (ПГС) жидкостных ракетных двигательных 
установок (ЖРДУ). Заполнение данных магистралей газом наддува 
производится в рамках предстартовой подготовки изделий ракетно-
космической техники с целью приведения системы управления ПГС 
в работоспособное состояние [1–5]. 

Актуальность поставленной задачи обусловлена необходимостью 
совершенствования существующих методик проектных расчетов при 
разработке перспективных образцов ракетно-космической техники. 
Практическая значимость предлагаемой модели состоит в том, что ис-
пользованный в работе подход, основанный на рассмотрении задачи 
с распределенными параметрами с применением уравнений газодина-
мики и теплообмена в частных производных, позволяет обнаруживать 
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пульсации давления и температуры, возникающие при заполнении 
тупиковых зон в магистралях ПГС.  

Традиционно для решения подобных задач используется методи-
ка инженерной оценки, основанная на решении системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений [6] с сосредоточенными парамет-
рами. Эта методика дает возможность оперировать осредненными по 
магистрали параметрами течения, рассматривая систему в каждый 
момент времени таким образом, что газодинамические параметры 
среды получаются одинаковыми в каждой точке магистрали в любой 
момент времени. Иными словами, газодинамические параметры 
в рамках данной методики являются только функциями времени,  
а не пространства. При таком подходе невозможно обнаруживать 
пульсации давления и температуры, возникающие при заполнении 
тупиковых зон в магистралях ПГС.  

Предлагаемая в работе математическая модель основана на том, 
что в каждой точке системы среда характеризуется индивидуальным 
набором параметров. Для этой модели было разработано программное 
обеспечение, позволяющее решать рассматриваемую задачу на осно-
вании как уравнений газодинамики и теплообмена в частных произ-
водных, так и методики инженерной оценки, и затем сопоставлять 
результаты. 

Постановка задачи. В работе рассматривается заполнение газом 
наддува магистралей с тупиковой зоной, частным случаем которых 
являются магистрали управления пневмо- и электропневмоклапанами 
ПГС (рис. 1).  

 

Рис. 1. Схема заполнение газом наддува магистралей диаметром d  
и длиной l с тупиковой зоной 

 
В рассматриваемой задаче требуется: 
– оценить на основании предложенной в работе математической 

модели изменение самых важных газодинамических параметров газа 
наддува в ходе заполнения магистрали; 

– сравнить пиковые значения термодинамических параметров 
(давления и температуры), возникающие в момент прекращения над-
дува, со значениями этих же параметров, полученными по методике 
инженерной оценки; 

– провести оценку корректности полученных данных.  
Допущения, принятые в модели: 
– наддув осуществляется гелием, к которому применимо уравне-

ние состояния идеального газа; 
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– расход газа наддува, температура и давление на входе в маги-
страль, а также коэффициент теплоотдачи внутренней стенки бака 
постоянные;  

– между газом наддува и стенкой магистрали происходит тепло-
обмен; 

– температура внешней стенки магистрали постоянна и равна 
температуре окружающей среды; 

– теплофизические свойства газа остаются постоянными.  
Традиционно для решения задач данного класса в инженерной 

практике применяется методика инженерной оценки, но ее существен-
ный недостаток заключается в том, что она не позволяет оценить пи-
ковые значения давления при пульсационных процессах в ходе запол-
нения магистрали. Для того чтобы его устранить, предлагается 
математическая модель, в которой термодинамические параметры  
зависят не только от времени, но и от продольной координаты. Прене-
брегать внешним теплообменом между стенкой магистрали и окружа-
ющей средой формально некорректно, так как это приводит к завы-
шенным оценкам максимально возможных пиковых значений 
параметров. Если учитывать внешний теплообмен, то пиковые значе-
ния параметров будут ниже. 

Математическая модель. Для решения рассматриваемой задачи 
была выбрана распределенная модель, в рамках которой предполага-
ется, что в каждый момент времени в каждой точке магистрали тече-
ние имеет определенные газодинамические параметры. Для ее матема-
тического описания используется система уравнений газодинамики и 
теплообмена в частных производных, для численного решения кото-
рой применяется измененная схема Лакса — Вендроффа (явная схема), 
реализующая вычислительный алгоритм, построенный по принципу 
предиктор — корректор. Такой выбор обусловлен, во-первых, относи-
тельной простотой численной реализации этого алгоритма, во-вторых, 
более высокой скоростью вычислений по сравнению с неявной схе-
мой, в-третьих, многочисленными примерами ее применения для рас-
чета течений газа в магистралях.  

Система дифференциальных уравнений, описывающая процесс 
заполнения тупиковой зоны в одномерной постановке, записывается 
следующим образом [7, 8]: 

;P RT   

ρ
0;

U

t x

 
 

 
 

 2
2

ρρ
ρ ;

2

P UU
U

t x d

  
  

 
 



Н.В. Диесперов, А.Р. Полянский, В.Б. Сапожников 

4                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 1·2023 

1
 ;

ρ ρv n
T T P U

c U q
t x x

          
 

 окр
4

,  nq T T
d

 

где P  — давление газа в магистрали;   — плотность газа в магистра-
ли; R — газовая постоянная гелия; T  — температура газа в маги-
страли; t — время наддува газа в магистрали; U  — скорость газа 
в магистрали;   — коэффициент трения газа на внутренней стенке 
магистрали; d  — диаметр магистрали; vс  — изохорная тепло- 

емкость газа; nq  — теплоприток к внутренней стенке магистрали;   — 

коэффициент теплоотдачи; окрT  — температура окружающей среды.  

Приняты граничные условия:  
на входе в магистраль 

вх G G  (P < Pзад); 

вх 0G  (t > tнадд); 

вх ;T T  

в тупиковой зоне 

туп 0;G  

туп окр ,T T  

где вхG  — расход газа наддува на входе в магистраль; G — расход 

газа наддува в магистрали: Pзад — заданное давление газа в магистра-
ли; наддt  — заданное время, до которого осуществляется наддув ма-

гистрали; вхT  — температура газа наддува на входе в магистраль; 

тупG  — расход в тупиковой зоне; тупT  — температура газа наддува 

в тупиковой зоне.  
На основании системы уравнений, описывающей процесс запол-

нения тупиковой зоны, с помощью схемы Лакса — Вендроффа [9, 10] 
формируется система дискретных уравнений для численного реше-
ния задачи. Схема Лакса — Вендроффа представляет собой явную 
схему решения уравнений в частных производных, основанную на 
алгоритме предиктор-корректор. Применяемая для решения рассмат-
риваемой задачи схема Лакса — Вендроффа является несколько мо-
дифицированной по сравнению с классической схемой: у нее появился 
знакопеременный множитель (znak) перед слагаемым, отвечающим 
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за гидравлическое сопротивление. Его введение обусловлено разно-
направленным движением среды в магистрали, т. е. в разных точках 
магистрали газ наддува имеет диаметрально противоположные векто-
ры скорости. Наличие в системе уравнений дополнительной знакопе-
ременной функции гарантирует разнонаправленность вектора скоро-
сти и силы сопротивления в любой точке магистрали. 

Предиктор: 
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где Δt, Δx — шаги интегрирования по времени и пространству соот-
ветственно; i, j — индексы, обозначающие положение точки на раз-
ностной сетке по оси Х и по оси Y соответственно на разностной сет-
ке; Fсопр — сила сопротивления; Fтр — сила трения; k — показатель 
адиабаты.  

Граничные условия для дискретной схемы на входе и в тупике 
выводились с использованием схемы Лакса — Вендроффа. Получен-
ное по распределенной модели решение сравнивается с решением, 
полученным с применением методики инженерной оценки.  

Сходимость и устойчивость рассматриваемой схемы Лакса — 

Вендроффа определяются числом Куранта C .



x

 Для расчета 

представленных в конце работы случаев пространственный интервал 

делился на 10,xN  временной —  на 46 10 , yN  т. е. 4C 1,5 10 .   

Расчет можно производить и при больших значениях числа Куранта,  

однако при 4C 5 10   схема теряет устойчивость и разваливается. 
Методика инженерной оценки. В основу методики положена 

модель с сосредоточенными параметрами, в которой предполагается, 
что в каждый момент времени термодинамические параметры во всех 
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точках магистрали одинаковы [11]. Для применения инженерной 
оценки используется система обыкновенных дифференциальных 
уравнений, состоящая из уравнения неразрывности и уравнения 
энергии [12]: 

,
dm

G
dt

 

окр( )
,

 
 

v v

S T TdT GTR

dt mc mc
 

где m  — масса газа в объеме магистрали; S  — площадь поперечно-
го сечения магистрали. 

Разработаны методика и программное обеспечение, включающие 
возможность решения задачи на основе распределенной модели 
и модели с сосредоточенными параметрами, которую можно в даль-
нейшем применять для решения задач, возникающих при разработке 
ракетно-космических систем. 

Коэффициент теплоотдачи можно приблизительно рассчитать по 
следующим формулам [13]: 

тNu
;


 

d
 

0,8 0,43Nu Re Pr ; A  

Re ;




Ud

 

, G SU  

где Nu — число Нуссельта; λm — коэффициент теплопроводности га-
за наддува (гелия); Re — число Рейнольдса; μ — динамическая вяз-
кость газа наддува; А — поправочный коэффициент, А = 0,021. 

При расчете числа Нуссельта Nu пренебрегаем множителем, со-
держащим число Прандтля Pr, так как на порядок значения этот 
множитель не влияет. При максимальном расходе, равном расходу 
газа наддува в магистрали G = 0,009 кг/с, получаются следующие 
значения: Re = 1,02  105; Nu = 1424; α = 4985 Вт/ (м2K). Однако дан-
ный расчет был выполнен при максимальном значении расхода газа 
наддува в магистрали. В то же время при заполнении магистрали 
расход будет изменяться по ее длине, и коэффициент теплоотдачи 
будет уменьшаться относительно рассчитанного значения. Чтобы не 
усложнять расчеты и работать с постоянным коэффициентом тепло-
отдачи, был выбран случай со значительно меньшим коэффициентом 
теплоотдачи α = 70 Вт/ (м2K), соответствующим точке, в которой 
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местный расход близок к нулю [14]. В рассматриваемом случае это 
вряд ли будет ошибкой, поскольку здесь интерес представляет 
непревышение давления в магистрали давления опрессовки.  

Исходные данные и результаты расчетов. Для оценки резуль-
татов выполненной работы были проведены расчеты для магистралей 
с разными геометрическими параметрами и параметрами газа надду-
ва. Исходные данные приведены в табл. 1. Результаты расчета пред-
ставлены в табл. 2 и на рис. 2–5.  

Таблица 1 

Исходные данные для расчета параметров магистралей 

Параметр Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

Диаметр магистрали d, мм 8 6 10 

Длина магистрали l, м 10 10 10 

Расход наддува G, кг/с 0,006 0,009 0,016 

Температура газа наддува T, K 300 300 300 

Коэффициент теплоотдачи α, Вт/(м2·K) 70 70 70 

Температура внешней среды T, K 300 300 300 
 

Таблица 2 

Результаты расчета параметров магистралей 

Параметр 
Полученное значение параметра 

по рассматриваемой 
модели 

по методике инженерной 
оценки 

Вариант 1 

Давление в магистрали, кгс/см2 37,5 36,7 

Температура, K 358,9 334 

Вариант 2 

Давление в магистрали, кгс/см2 121,3 108,45 

Температура, K 458,76 376,51 

Вариант 3 

Давление в магистрали, кгс/см2 75,8 71,03 

Температура, K 419,5 382,71 

 
На рис. 2–4 графики синего цвета соответствуют модели с распре-

деленными параметрами, красного — методике инженерной оценки. 
Изменение давления (а) и температуры (б) в магистрали для вариан-
та 1 показано на рис. 2, для варианта 2 — на рис. 3, для варианта 3 — 
на рис. 4. 

Для того чтобы отобразить изменение параметра (давления или 
температуры), полученного на основании решения распределенной 
задачи, в каждый момент времени берется его пиковое (максимальное) 
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значение по длине магистрали. В каждом из рассматриваемых расчет-
ных случаев принимается расчетное время, равное 8 с, где в течение 
первых 3 с осуществляется наддув (tнадд = 3 с), а в оставшиеся 5 с он 
отсутствует (наддув выключается по времени).  

 

 

Рис. 2. Результаты расчета давления (а) и температуры (б) в магистрали управле-
ния при варианте 1 по рассматриваемой модели ( ) и по методике инженерной 

оценки ( ) 

 

 

Рис. 3 (начало). Результаты расчета давления (а) в магистрали управления при ва-
рианте 2 по рассматриваемой модели ( ) и по методике инженерной оценки ( ) 
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Рис. 3 (окончание). Результаты расчета температуры (б) в магистрали управления 
при варианте 2 по рассматриваемой модели ( ) и по методике инженерной  

оценки ( ) 

 

 

Рис. 4. Результаты расчета давления (а) и температуры (б) в магистрали управле-
ния при варианте 3 по рассматриваемой модели ( ) и по методике инженерной 

оценки ( ) 
 
Графики, приведенные на рис. 2–4, а также анализ данных табл. 1 

позволяют сделать вывод, что использование математической модели 
с распределенными параметрами приводит к ярко выраженным пи-
кам давления и температуры. При этом после прекращения наддува 
и установления равновесия в системе решения, полученные как 
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с помощью модели с распределенными параметрами, так и с приме-
нением методики инженерной оценки, постепенно сходятся. 

График распределения давления вдоль магистрали начиная с мо-
мента времени t = 3,2 с (т. е. через t = 0,2 c после прекращения надду-
ва) для варианта 2 исходных данных представлен на рис. 5. 

 

Рис. 5. Распределение давления вдоль магистрали через 0,2 с  
после прекращения наддува 

 
Решение, полученное с помощью рассмотренной в работе мате-

матической модели, показывает качественные результаты, коррект-
ные с точки зрения физики процесса, при этом порядок количествен-
ных результатов не противоречит инженерной практике. Отмечено 
также совпадение результатов расчетов по обеим рассмотренным 
в работе моделям в конце процесса. 

Поскольку в расчетах было принято, что внешним теплообменом 
стенки магистрали с окружающей средой пренебрегали, полученные 
пиковые значения давления и температуры по сути являются верх-
ними оценками этих параметров. Однако их достаточно для предва-
рительной инженерной оценки, с целью получения которой была 
рассмотрена математическая модель, позволяющая либо правильно 
определить давление опрессовки магистрали, либо обосновать изна-
чально выбранное.  

Схема Лакса — Вендроффа для данной задачи не имеет традици-
онных для явных схем проблем с устойчивостью и сходимостью, 
а полученное решение распределенной задачи для определения пара-
метров магистрали обладает большей информативностью и является 
корректным, что подтверждается его сравнением с результатами  
инженерной оценки на установившихся режимах. 

Заключение. Рассмотрена математическая модель процесса за-
полнения газом наддува магистрали управления с тупиковой зоной, 
основанная на решении распределенной задачи с применением чис-
ленного метода, базирующегося на разностной схеме Лакса — Венд-
роффа. Для оценки корректности этого решения проведено сравнение 
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его с решением, которое получено с применением методики инже-
нерной оценки.  

Рассмотренная модель позволяет оценить: 
– изменение таких основных термодинамических параметров си-

стемы, как давление и температура на всем протяжении процесса, от 
начала наддува до установления равновесия в системе после его 
окончания; 

– пиковые значения давления и температуры в момент прекраще-
ния наддува; 

– отклонение определенных значений параметров от результатов, 
полученных с применением методики инженерной оценки.  

В отличие от существующего подхода, который не позволяет  
обнаруживать пульсации давления и температуры, возникающие на 
начальном этапе заполнении тупиковых зон в магистралях ПГС, ре-
зультаты расчета с помощью предлагаемой методики показали нали-
чие заметных пульсаций давления и температуры в начале процесса 
заполнения тупиковых зон. При этом значения пульсаций превышают 
значения роста давления и температуры, получаемые при использова-
нии существующего подхода. Неучет пульсаций может приводить 
к нежелательным последствиям в процессе заполнения тупиковых зон 
вплоть до появления механических повреждений арматуры ПГС. 
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Calculation of boost gas parameters at filling the dead-end 
zones in pneumohydraulic system feed lines  

of the liquid-propellant rocket engines  
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1 Salyut Design Bureau, Khrunichev State Research and Production Space Center,  
Moscow, 121309, Russia 
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The paper proposes a mathematical model to estimate boost gas parameters at filling the 
feeding lines dead-end zones of the pneumohydraulic systems (PHS) of the liquid-
propellant rocket engines (LRE). These calculations are required in preliminary assess-
ment of the design characteristics of the PHS feed lines designed to ensure operation of 
the LRE pneumoautomatic systems. Engineering methodology currently existing to solve 
this problem provides for solution of a system of ordinary differential equations and does 
not allow tracking alteration in pressure and temperature along the length of the dead-
end zones at filling the PHS feed lines. The proposed model takes into account inhomo-
geneity of the flow parameters along the length of the dead-end zones, as well as the 
nonadiabaticity of the flow, i.e. it assumes presence of the heat exchange between the 
walls of the feeding line and the boost gas. The presented model was used to construct 
dependences of gas parameters alterations in the feeding line. Results obtained were 
compared with calculations according to the evaluation method, which is traditionally 
used in the engineering practice to solve this class of problems. 
 
Keywords: mathematical model, control line, dead-end zone, peak values, pressure fluc-
tuations, heat exchange, difference scheme 
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