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Дана постановка задачи проектировочного расчета подкрепленной композитной 
оболочки как связанной задачи двух оболочек — слоистой и сетчатой (ребристой). 
Слоистая оболочка образована одним двойным спиральным монослоем, сетчатая 
оболочка набрана из продольных и поперечных ребер. Основу континуальной моде-
ли подкрепленной оболочки составляет матрица жесткости, равная сумме мат-
риц жесткости квазиоднородных слоистой и ребристой оболочек, которые 
жестко связаны между собой и деформируются без проскальзывания. Распреде-
ление внешней осевой нагрузки между двумя оболочками производится из условий 
статики. Толщины оболочек определяются из условия прочности. Угол намотки 
слоистой обшивки находится путем итераций с достижением функции цели, 
например, минимальной массы конструкции. Поиск поперечных размеров ребер 
осуществляется из условия прочности с предварительным заданием одного из па-
раметров ребер. Полученные соотношения позволяют определять напряженно-
деформированное состояние подкрепленных композитных оболочек цилиндриче-
ской формы. 
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Введение. В современных конструкциях летательных аппаратов 

применяются вафельные оболочки из традиционных и новых метал-
лических сплавов, что снижает весовые показатели конструкций. По-
высить весовую эффективность тонкостенных конструкций можно, 
применяя композитные материалы. С учетом накопленного опыта 
применения металлических вафельных оболочек целесообразно пе-
ренести его и на композитные конструкции, для чего усиливать ком-
позитные оболочки композитными подкреплениями: спиральными, 
кольцевыми и продольными ребрами. Изготовляются такие кон-
струкции в едином технологическом процессе, что обеспечивает 
прочную связь внешней многослойной оболочки и внутренней реб-
ристой (сетчатой) оболочки (рис. 1). Этот факт кладется в основу 
проектного расчета композитной подкрепленной оболочки. 

Цель данной статьи — предложить подход к проектировочному 
расчету композитных подкрепленных оболочек, состоящих из наруж-
ной слоистой оболочки толщиной сh  и внутренней ребристой (сетча-

той) оболочки толщиной р.h  Применяется континуальная модель.  
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Рис. 1. Схема цилиндрической композитной  
подкрепленной оболочки: 

1 — слоистая обшивка; 2 — ребристая оболочка; 
с
,h  

р
h  — толщина наружной  

и внутренней оболочек соответственно; R  — радиус подкрепленной оболочки 

 
Постановка задачи. Исследования в области композитных сет-

чатых оболочечных конструкций проводятся в России [1–6] и за ру-
бежом [7–10]. Для расчетов используются континуальные и дискрет-
ные модели. В континуальных моделях сетчатая структура 
заменяется условно сплошной однородной средой, в дискретных мо-
делях — системой стержневых или балочных элементов. Расчет по 
дискретным моделям проводится методом конечных элементов [5, 6, 
8, 10]. Континуальные модели [3, 7–9] имеют разный уровень слож-
ности, что обусловлено допущениями о деформировании ячеек сетки.  

При анализе несущей способности сетчатых конструкций разли-
чают несколько механизмов разрушения: прочность и деформатив-
ность [11], местная потеря устойчивости ребер [12], общая потеря 
устойчивости сетчатой оболочки [13, 14]. Внедрение сетчатых обо-
лочек в конструкции летательных аппаратов вызвало развитие дина-
мических расчетов [15–17]. Появились работы, посвященные анализу 
прогрессивного разрушения сетчатых конструкций [18–25]. В публи-
кациях отмечается, что континуальные модели являются предпочти-
тельными для проектировочных расчетов сетчатых конструкций, при 
этом о расчете подкрепленных композитных оболочек информации 
мало. Поэтому в данной работе ставится задача получить замкнутые 
решения, позволяющие проектировать подкрепленные оболочечные 
конструкции с учетом слоистости обшивки и наличия системы ребер. 

Конструкции имеют форму цилиндрических оболочек радиу- 
сом ,R  нагруженных осевой сжимающей силой. Рассматривается 
упругое деформирование конструкции, а ребра работают только на 
растяжение — сжатие. Ребра имеют однонаправленную структуру 
волокнистого композитного материала, в качестве предела прочнос- 
ти 1F  принимается характеристика 1F  при сжатии как наиболее 

опасный случай нагружения. 
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Результатом проектировочного расчета цилиндрической под-
крепленной оболочки является определение из условия прочности 
толщины сh  и углов армирования   слоистой обшивки, а также 

толщины рh  ребристой (сетчатой) оболочки и размеров поперечного 

прямоугольного сечения ребер (ширины кольцевых к  и продоль- 

ных п  ребер и высоты рh  ребер). Расстояния между кольцевыми кa  

и продольными пa  ребрами (рис. 2) считаются заданными. 

 

Рис. 2. Схема сетчатой оболочки: 
1 — кольцевое ребро; 2 — продольное ребро 

 
Матрица жесткости подкрепленной композитной оболочки. 

Построение матрицы жесткости подкрепленной композитной обо-
лочки будем вести на основе энергетического подхода [26]. Примем, 
что наружная оболочка (обшивка) (см. рис. 1) состоит из одного спи-
рального монослоя. Сетчатая (ребристая) оболочка образована коль-
цевыми и продольными ребрами. В процессе нагружения обшивка и 
сетчатая оболочка деформируются совместно, без смещения. Тогда 
матрицу жесткости подкрепленной оболочки  G  можно рассматри-

вать в виде суммы матриц жесткости слоистой обшивки  cG  и си-

стемы ребер p :  G   

   c p .    G G G                                        (1) 

Матрицы  cG  и p  G  получают в соответствии с принципом 

энергетической континуализации, т. е. энергетической заменой дис-
кретных систем квазиоднородными. 

В целях получения аналитических решений выберем для описа-
ния слоистой обшивки нитяную модель, не учитывающую связую-
щее в композите. Тогда матрица жесткости  G  подкрепленной ком-

позитной оболочки будет состоять из следующих элементов: 
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cos ; sin ; cos sin ;

sin cos ,

        

           

xx yy xy

xx yy xy

g E E g E E g E

g g g E E E E E E
 (2) 

где 1,E  п ,E  кE  — модули упругости однонаправленного композита в 

обшивке, в продольных и кольцевых ребрах соответственно. 
Относительную ширину продольного п  и кольцевого к  ребра 

находят как отношения: 

п п п к к к; .     a a                                (3) 

Для того чтобы определить связь деформаций с напряжениями  
в условно однородной подкрепленной оболочке, выпишем элементы 
матрицы податливости   :S   

   
 

4 1 4 1
1 к к 1 п п

12 2 1 2 2
1 1

sin ; cos ;

cos sin ; cos sin .

 



       

      

xx yy

xy tt

S E E S E E

S E S E
      (4) 

Тогда  

    ,  S                                            (5) 

где    и   — вектора деформаций и напряжений в подкрепленной 

оболочке,    т, , ,    x y xy     т, , .    x y xy   

Пусть подкрепленная оболочка нагружена осевой силой ,N  тогда 

   т0 , 0, 0 ,  x  где 

0 0.
2

   
x
N

RH
                                     (6) 

Полная толщина подкрепленной оболочки определяется как сум-
ма толщин наружной слоистой и внутренней ребристой (сетчатой) 
оболочек:  

с р. H h h                                            (7) 

Согласно (5), осредненные деформации    будут: 

   т0 0, , 0 .x y                                        (8) 

Здесь введены обозначения: 

, .x xx y xyS S                                         (9) 
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Для двойной (подкрепленной) оболочки запишем условие равно-
весия: 

   

   

c p
c p 0

c p
c p

;

0,

   

  

x x

y y

h h H

h h
                                (10) 

где  c ,x   c ,y   p ,x   py  — осевые и окружные напряжения в слои-

стой обшивке и в ребристой оболочке. 

В случае нитяной модели напряжения  cx  и  cy  в обшивке свя-

заны соотношением [27] 

   c c 2
ctg .   y x                                       (11) 

Соотношение (11) означает, что только при его выполнении 
двойной спиральный монослой обшивки, в соответствии с нитяной 
моделью, будет воспринимать внешнюю нагрузку; иначе монослой 
будет кинематически изменяемым. 

Соотношения между напряжениями  px  и  py  в ребристой обо-

лочке получим из следующих равенств: 

 

 

p
п п п п 0

p
к к к к 0

;

,

       

        

x x x

y y y

E E

E E
                            (12) 

из которых имеем 

   p p ,  y x                                        (13) 

где 
2 2

к к 1
4

п п 1 к к

cos sin
.

sin

  
 

  
E E

E E E
  

После подстановки (11) и (13) в уравнения (10) и ряда преобразо-
ваний находим: 

   c c0 01

1 c 1 c

; ;
1 1

  
   

 x y
H H

h h
                     (14) 

   p p0 0

1 p 1 p

1
; ,

1 1x y
H H

h h

  
    

 
                     (15) 

где 2
1 ctg .      

Безразмерный коэффициент 1  показывает, какая часть внешней 

нагрузки приходится на слоистую обшивку и на ребристую оболочку.  
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Напряжения в обшивке  cx  и  cy  можно выразить также с по-

мощью соотношений статики через напряжения  c
11  в однонаправ-

ленной ленте композита, уложенного под углом c  к образующей 

цилиндра: 

       c cc c2 2
11 11cos ; sin .       x y                      (16) 

Принимая условие равнопрочности и считая  
1

c
11 – ,  F  запишем: 

       c cc c2 2
1 1cos ; sin ,      x yF F  

где  c
1F  — предел прочности при сжатии однонаправленного компо-

зита. 
С учетом (14) будем иметь: 

 

 

c 201
1

1 c

c 20
1

1 c

cos ;
1

sin .
1






 




 



H
F

h

H
F

h

                           (17) 

Из первого уравнения системы (17) находим толщину слоистой 
обшивки с :h  

 
01

с c 2
1 1

.
1 cos




 

H
h

F
                                (18) 

Угол намотки c  следует выбирать с учетом механических  

и геометрических характеристик ребер в последующих расчетах. 
Толщину ребер рh  определим из условия прочности продольного 

ребра, а именно 

   pp
п п 1 ,    x F                                 (19) 

где  p
1F  — предел прочности при сжатии материала ребер. 

Из (15) и (19) имеем: 

 p0
1

1 p п

1
,

1

H
F

h 



 

 

откуда 

 
0

p p
1 п 1

1
.

1

H
h

F




 
                                      (20) 
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Безразмерный коэффициент β найдем из условия равнопрочности 
продольных и кольцевых ребер и с учетом равенства (15). Получаем  

β = 1.                                                (21) 

Это значение рассматриваем как предельный случай, так как  
в реальности при действии осевой силы на подкрепленную оболочку 
значение коэффициента должно быть 0 < β < 1 из-за того, что про-
дольные и кольцевые ребра связаны только через обшивку. 

Условие (21) позволяет находить ширину ребер — продольных δп 
и кольцевых δк, если предварительно задана величина п  или к .  

Пусть задано к .  Тогда из (21) и (13) имеем: 

2 2
к к 1

п 4
п 1 к к

cos sin
.

sin

  
 

 
E E

E E E
                             (22)  

Если задано п ,  то  

4
п п 1

к 2 2
к 1 п п

sin
.

cos sin

 
 

  
E E

E E E
                       (23) 

При задании п  или к  должны выполняться условия, наклады-

ваемые на элементы матрицы жесткости gxx, gyy, gxy (2) композитной 
подкрепленной оболочки в виде 

gxy < gxx,     gxy < gyy.                                  (24) 

Условия (24) сводятся к неравенствам: 

 2 2 2
к к 1 sin cos sin ,    E E                         (25) 

или 

 2 2 2
п п 1 cos sin cos .    E E                         (26) 

Очевидно, что при 2 2cos sin ,    т. е. для углов армирования  

φс < 45° выполняется условие (25), а значит, величина к  должна 

быть ограничена снизу, и поэтому к  должна задаваться согласно 

неравенству 

 2 2 21
к

к

sin cos sin .    
E

E
                       (27) 

При этом величина п  может быть любой, ее находим по форму-

ле (22). 
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В случае 2 2cos sin ,    т. е. при φс > 45°, выполняется усло- 

вие (26), и тогда следует задавать п  согласно неравенству 

 2 2 21
п

п

cos sin cos .
E

E
                                (28) 

В этом случае к  может быть любой и определяться по фор- 

муле (23). 
Полученная система уравнений (18), (20), (22), (23) дает возмож-

ность решать связанную задачу проектирования композитной под-
крепленной оболочки при дополнительном условии на параметр 

к п .   Для достижения функции цели, например, минимальной мас-

сы конструкции композитной подкрепленной оболочки, необходимо 
провести расчеты, варьируя параметры φс, к п ,   а также расстояния 

между продольными aп и кольцевыми aк ребрами. Наиболее эффек-
тивно поиск может быть осуществлен с применением компьютерных 
технологий. 

Заключение. Предложенный порядок проектирования рассчитан 
на создание сложных композитных оболочечных конструкций. Неод-
нородность таких конструкций ведет к необходимости ориентировать 
проектные задачи на учет слоистой и дискретной структуры. Объ-
единение указанных факторов для композитных подкрепленных обо-
лочек реализуется путем суммирования матриц жесткости, что поз-
волило сформулировать общий подход к проектному анализу.  
В основу континуальной модели положено условие средней дефор-
мации, что дало возможность отобразить особенности производства 
композитных подкрепленных оболочек, в котором слоистая оболочка 
(обшивка) и система продольно-поперечных ребер оказываются 
жестко связанными в результате технологического процесса намотки 
и выкладки. Полученные в работе соотношения направлены на про-
ектирование структуры композитного материала для цилиндрической 
оболочки, нагруженной осевой силой. 
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The paper formulates the design calculation problem of a reinforced composite shell as a 
related problem of two shells — the layered and the lattice (ribbed). The layered shell is 
formed by a single double-helical monolayer; the lattice shell is made up of longitudinal 
and transverse ribs. The reinforced shell continuum model is based on a stiffness matrix 
equal to the sum of stiffness matrices of the quasi-homogeneous layered and ribbed 
shells, which are rigidly connected to each other and are deformed without slipping. Ex-
ternal axial load between the two shells is distributed under the static conditions. The 
shells’ thickness is determined from the strength condition. The layered skin winding an-
gle is found through iterations in achieving the goal function, for example, the minimum 
mass of a structure. The ribs transverse dimensions are found from the strength condition 
with preliminary setting of one of the ribs’ parameters. The obtained relationships make 
it possible to determine the stress-strain state of reinforced composite cylindrical shells. 

Keywords: reinforced composite shell, lattice shell, layered skin, aircraft design, shell 
structure strength, stress-strain state 
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