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Применены экспериментальные, аналитические и численные методы при исследова-
нии устойчивости бокового движения геофизической капсулы на тросовой подвеске. 
Для стабилизации капсулы использовалось вертикальное оперение (ВО) варьируемой 
площади. При этом также изменяли длину троса. В физическом эксперименте 
и численным моделированием выявлены две зоны устойчивого движения на плоско-
сти параметров «скорость — относительная площадь ВО», соответствующие 
низким и высоким скоростям движения. Границы этих зон находятся в хорошем ко-
личественном соответствии, а левая граница, соответствующая низким скоростям 
движения капсулы, достаточно точно предсказывается и аналитической моделью. 
Аналитическим методом исследована устойчивость капсулы на плоскости пара-
метров «скорость — длина троса». Установлено, что зона устойчивого движения 
сокращается при увеличении длины троса. Показано, что с увеличением отно-
сительной площади вертикального оперения в 4 раза критическая скорость капсулы 
снижается в 3 раза. 
 
Ключевые слова: динамика груза на подвеске, устойчивость по Ляпунову, стерж-
невая система, численные расчеты, эксперимент 

 
Введение. При проведении аэрогеофизических исследований  

часто возникает необходимость выноса датчиков из зоны сильного 
электромагнитного влияния самолета- или вертолета-носителя. Для 
этого используют капсулы в виде оперенного тела вращения, подве-
шенные под носителем на тросе. Такие системы подвержены автоко-
лебаниям при неблагоприятных комбинациях геометрических, аэро-
динамических и массовых параметров [1–5]. В статье [6] предложен 
достаточно универсальный подход к построению общей математиче-
ской модели системы «вертолет—груз на внешней подвеске» как не-
свободной системы двух тел со связью, которую обеспечивает система 
подвески груза к вертолету. В работе [7] изложено математическое 
описание движения груза на внешней подвеске вертолета с учетом сил 
инерции, возникающих при ускоренном перемещении точки подвеса. 
Статья [8] посвящена особенностям численного интегрирования диф-
ференциальных уравнений динамики груза на внешней подвеске вер-
толета при условии, что груз и трос рассматриваются как отдельные 
тела с помощью упругой связи. В этом случае могут появляться пара-
зитные (нефизичные) ускорения, для устранения которых в [8] пред-
ложен итерационный алгоритм.  

По результатам проведенных динамических и весовых испыта-
ний контейнеров на внешней подвеске летательных аппаратов (ЛА) 
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при дозвуковых скоростях движения выбрана система стабилизации, 
обеспечивающая устойчивое обтекание [9]. Получены аэродинамиче-
ские характеристики моделей контейнеров в широком диапазоне из-
менения углов атаки и скольжения. В статье [10] рассмотрена матема-
тическая модель динамики и аэродинамики контейнера на внешней 
подвеске ЛА, позволяющая моделировать его движение в простран-
стве. Численное моделирование дозвукового отрывного обтекания 
контейнера проведено с помощью метода контрольных объемов. Вы-
брана система стабилизации, позволяющая уменьшить амплитуду рас-
качки контейнера до допустимого предела. В работах [11, 12] устойчи-
вость капсулы исследована на основе динамики системы тонких 
упругих стержней. 

Задача данной работы — комплексное исследование устойчиво-
сти движения капсулы аналитическим, численным и эксперимен-
тальным методами, сравнение результатов. 

Эксперименты со схематизированной моделью капсулы проводи-
лись в аэродинамической трубе Т-503 кафедры аэрогидродинамики 
НГТУ.  

 
Рис. 1. Геометрическая схема модели: 

а — вид сбоку; б — вид сверху; ц.т — центр тяжести модели 
 
Модель капсулы, геометрическая схема которой показана на рис. 1, 

имела длину = =refL L  920 мм, диаметр =D  80 мм, массу =m 1,65 кг. 
За характерную площадь принималась площадь миделевого сечения 
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корпуса 2( / 4= π =refS D  0,00503м2). Для стабилизации капсулы ис-
пользовалось вертикальное оперение (ВО) — квадратные в плане 
консоли с хордой =a 40 мм (ВО № 1), 60 мм (ВО № 2)  
и 80 мм (ВО № 3), относительная площадь /= =ВО ВО refS S S  0,637, 
1,44 и 2,55 соответственно. 

Модель подвешивалась в центре рабочей части (РЧ) трубы на 
тросе длиной тр =L  0,6…1,8 м и могла совершать колебания под воз-
действием внешних начальных возмущений и потока (рис. 2). Коле-
бания модели фиксировались кинокамерой и подвергались цифровой 
обработке. 

 

Рис. 2. Общий вид модели капсулы в рабочей части трубы Т-503 
 
Аналитическое исследование устойчивости. Оценка устойчи- 

вости по Ляпунову бокового движения капсулы осуществлялась  
с использованием гипотезы о разделении продольного и бокового 
движений на основе следующей линеаризованной системы уравнений: 

( ) ( ) ;= β + ω − ψ + γz
a a y a c

dVm Z Z X G
dt

                         (1) 

( ) ( );ω
= β + ωy

y y
d

J M M
dt

                                 (2) 

;γ
= ω = − z

x
тр

Vd
dt L

                                        (3) 

.ψ
= ωy

d
dt

                                               (4) 

Здесь m  и yJ  — масса и момент инерции капсулы; обозначения ки-
нематических параметров общепринятые; 

;β = ψ −ψc    / ;ψ = −c zV V    
тр

;γ = −
z

L
 



С.Д. Саленко, Ю.А. Гостеев, Д.А. Красноруцкий 

4                                            Инженерный журнал: наука и инновации   # 11·2023 
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С учетом кинематических связей (3), (4) и выражений для аэро-
динамических сил и моментов (5), уравнения (1) и (2) приводятся к 
виду  

1 2 3 4 0;+ γ + γ + ψ + =γ ψ  C C C C                           (6) 

5 6 7 0,+ ψ + ψ +ψ γ =  yJ C C C                             (7) 

где точкой сверху отмечено дифференцирование по времени; 1C ,…,

7 C  — коэффициенты, определяемые по формулам: 

1 ;
β− −

= a aX ZC
mV

   2
тр

;=
gC

L
   3

тр
;

ω

=
y

aZC
mL

 

4
тр

;
β

= aZC
mL

   5 ;ω= − y
yC M                                 (8) 

6 ;β= − yC M ,   тр
7 .β= y

L
C M

V
 

Характеристическое уравнение системы (6)–(7) 
4 3 2

0 1 2 3 4 0λ + λ + λ + λ + =b b b b b                           (9) 

будет иметь все корни с отрицательной вещественной частью, если 
выполняются неравенства (критерий Гурвица для системы 4-го по-
рядка): 

0 1 2 3
2 2

3 2 1 3 0 1 4

0, 0, 0, 0; 

 0.

> > > >


− − >

b b b b

b b b b b b b
                            (10) 

Здесь 
0 ;= yb J    1 5 1 ;= + yb C C J  

2 6 1 5 2 3 7;= + + −yb C C C C J C C                             (11) 

3 1 6 2 5 4 7 ;= + −b C C C C C C    4 2 6=b C C . 
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Условия (10) являются условиями устойчивости по Ляпунову бо-
кового движения капсулы. Для оценки границ устойчивости прово-
дился расчет корней характеристического многочлена λi  и их мак-
симальной вещественной части ( )max 1 4

Re max Re( ),
≤ ≤

λ = λii
 строились 

изолинии и графики этой величины как функции скорости V  полета 
ЛА, длины троса трL  и других параметров. Границей устойчивости 

является нулевая изолиния ( )maxRe 0.λ =  

 

Рис. 3. Изолинии ( )maxRe λ  для случая ВО № 1 

 

Рис. 4. Влияние относительной площади ВО на зависимость ( )maxRe λ   

от скорости капсулы тр( =L 1,8 м) 

Изолинии ( )maxRe λ  как функции скорости капсулы и длины троса 
для случая ВО № 1 представлены на рис. 3. Увеличение относительной 
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площади ВО ВОS  приводит к смещению нулевой изолинии влево и 
к сокращению области устойчивости. 

Влияние ВОS  на ( )maxRe λ  как функцию скорости капсулы при 

длине троса тр =L  1,8 м представлено на рис. 4, где видно, что осна-
щение ВО № 3 приводит к снижению критической скорости капсулы 
в 3 раза по сравнению с ВО № 1. 

Численное исследование устойчивости. Для моделирования 
динамики движения схематизированной модели капсулы на гибкой 
сцепке использовалась модель тонкого упругого стержня [12, 13], си-
стема дифференциальных уравнений движения которого имеет сле-
дующий вид: 

( ), , ,1 ;ξ ξ ξ= + ε λ −i j ji iU x x      1
2 3 ,

1
;ξ

ω β λ∂λ
β λ β =

∂ω ξ
j p k kpmn

m kn k
j

d M
s

d EJ
 

2
3 1 ,

2
;ξ

ω β λ∂λ
β λ β =

∂ω ξ
j p k kpmn

m kn k
j

d M
s

d EJ
 

3
1 2 , ;ξ

ω β λ∂λ
β λ β =

∂ω ξ
j p k kpmn

m kn k
j k

d M
s

d GJ
 

( ) ( ) ( ), , ,, 1 ;ξ ξ ξ= ρ ξ − ξ + ε

i i iQ F U s q t s     , ;
λ

ε = j s jk kx Q
EF

         (12) 

( )
( )

( ),
, ,

, ,

1, 2, 3;,
1 , 2, 3,1;  

3, 1, 2,

i
i n n nk ki

j jr p j jp r

im t s
M J s p

x Q x Q
r

ξ
ξ ξ

ξ ξ

=− ξ +  = ρ ξ Ω β λ + + ε =   + λ − λ   =

  

где ξ  — безразмерный параметр, связанный с естественной координа-
той стержня s ; ( )1,2,3 ,ξU t  — проекции перемещения каждой точки 
стержня на оси глобальной системы координат; ( )1,2,3 ,ω ξ t  — гло-
бальные проекции вектора конечного поворота (вектора Эйлера), ко-
торый задает матрицу поворота ( )1 2 3, , ,ω ω ωλ  описывающую ориен-
тацию ортов главных осей поперечных сечений при деформировании, 
начальная позиция которых задана матрицами ( )ξβ , а положение  
в пространстве — координатами ( )1,2,3 ;ξx  ( )1,2,3 , ,ξQ t  ( )1,2,3 ,ξM t  — 
глобальные проекции вектора внутренних усилий и внутренних мо-
ментов; ( )1,2,3 ,ξq t , ( )1,2,3 ,ξm t  — распределенные нагрузки и момен-
ты, действующие на стержень (в том числе аэродинамические силы); 
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точки означают дифференцирование по времени t ; ξ  в нижнем ин-
дексе после запятой означает дифференцирование по этой перемен-
ной; 1EJ , 2EJ , kGJ , EF  — жесткости стержня на изгиб, кручение  
и растяжение—сжатие, ( )1,2,3ρ ξJ  — массовые моменты инерции; 

1,2,3Ω  — угловые скорости вокруг главных осей инерции, выражаются 
через λ  и β . 

В матричном виде система (12) записывается следующим образом: 

( ), , , ,= ξ
ξ

 

d
d
X F X X X                                      (13) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }т
1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3, , , , , , , ,ξ = ξ ω ξ ξ ξt U t t Q t M tX   — век-

тор, состоящий из 12 функций, описывающих напряженно-деформи- 
рованное состояние. 

Матричное уравнение (13) является системой дифференциальных 
уравнений в частных производных. Для решения применяется метод 
прямого интегрирования Парка [14]: производные по времени аппрок-
симируются выражениями, содержащими саму функцию и несколько 
значений в предыдущие моменты времени. В итоге, в случае задачи 
статики и нелинейной динамики уравнение (13) сводится к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 1-го порядка. Уравне-
ние (13) совместно с краевыми условиями образуют нелинейную крае-
вую задачу. Для получения численного решения применяется методи-
ка [15] в авторской имплементации [13], которая основана на методе 
конечных разностей (МКР) и итерационном методе Ньютона. По 
сравнению с методом пристрелки при решении краевой задачи МКР 
более устойчив к ошибкам, связанным с округлением чисел в ЭВМ. 
Такие проблемы, например, возникают в задачах деформирования 
весьма длинных стержней (проводов, тросов). 

Для оценки устойчивости движения модели капсулы при разных 
скоростях полета применяется динамический метод, заключающийся 
в оценке вещественной и мнимой составляющей частоты малых ко-
лебаний относительно достигнутого состояния равновесия. Уравне-
ния таких колебаний получаются путем линеаризации уравнений для 
близкого к (13) равновесного состояния и имеют следующий вид: 

,∂ ∂ ∂
= + +

ξ ∂ ∂ ∂
 

 

d
d
ΔX F F FΔX ΔX ΔX

X X X
                           (14) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3, , , , , , , , ,∆ ξ = ∆ ξ ∆ω ξ ∆ ξ ∆ ξ
T

t U t t Q t M tX  

1,2,3,∆U  1,2,3,∆ω  1,2,3,∆Q  1,2,3∆M  — глобальные проекции векторов 
приращений перемещений, поворотов, внутренних усилий и момен-
тов при малых колебаниях. 
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В задаче о малых колебаниях относительно достигнутого стати-
ческого состояния равновесия решение отыскивается в экспоненци-
альном виде: 

( ) ( ) ( ), exp .ξ = ξ ⋅ ωAt i tΔX ΔX                             (15) 

Форма решения (15) предполагает, что частота собственных ко-
лебаний в общем случае представляется как комплексное число 

,ω = α + βi  тогда  

( ) ( ) ( ) ( ), exp exp ,ξ = ξ ⋅ α −βAt i t tΔX ΔX                  (16) 

где α  — частота гармонических колебаний; β  обеспечивает рост или 
демпфирование колебаний. 

В литературе по динамике часто используется другое обозначе-
ние множителя перед временем t  в решении (15): 

,λ = ωi  

тогда ( )Re 0λ <  соответствует затуханию малых возмущений (устой-

чивость), ( )Re 0λ >  — росту малых колебаний (неустойчивость), 

( )Re 0λ =  — безразличному состоянию. Неустойчивость при 

( )Re 0λ >  подразделяется на два типа: при ( )Im 0λ ≠  — динамиче-

ская типа «флаттер», ( )Im 0λ =  — апериодическая статическая не-
устойчивость типа «дивергенция». 

Подставив (15) в (14), для амплитуд сохраним прежнее обозначе-
ние без верхнего индекса «А»: 

2 .∂ ∂ ∂ = + ω −ω ξ ∂ ∂ ∂  

d i
d
ΔX F F F ΔX

X X X
                       (17) 

Для замыкания системы (17) необходимо добавить краевые усло-
вия в начале и конце стержня: 

( )1 , , = G X X X 0 ,     ( )2 , , .= G X X X 0                    (18) 

Для решения применяется МКР, уравнения (17) совместно с кра-
евыми условиями (18) записываются в виде квадратичной обобщен-
ной проблемы собственных значений: 

( )2 0.+ ω −ω =iA B C x                                (19) 

Для решения (19) введем тождественное обозначение 
.ω = x x                                                 (20) 
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После подстановки обозначения (20), умноженного слева на мат-
рицу C  в (19), получим: 

{ } ;+ ω −ω =iAx Bx Cx 0  ,ω = Ix Ix                      (21) 

где I  — единичная матрица. 
Запишем уравнения (21) в матричной форме: 

,
 −     

−ω ⋅ =             

iA 0 B C x
00 I I 0 x

   или ( ) 0,−ω =A B Z           (22) 

где B  — комплексная матрица.  
Полученная комплексная обобщенная проблема решается с по-

мощью пакета подпрограмм с открытым исходным кодом ARPACK, 
процедура znaupd. 

Результаты решения обобщаются на случай нескольких стерж-
ней. Рассмотрим систему n  стержней, для i -го стержня будем иметь 
обобщенную проблему типа (19): 

( )2 .+ ω −ω =ii i ii i ii iiA B C x 0                              (23) 

Условия сочленения стержней сформируют матрицы ,ijA  ,ijB  
,ijC  ,≠i j  тогда можно записать обобщенную проблему для системы 

стержней: 
2 ,+ ω −ω = 

  iAx Bx Cx 0                                (24) 

где ,A  ,B  С  — блочные матрицы, состоящие из ,ijA  ijB  и ijC  соот-
ветственно; x  — вектор, состоящий из .ix  

Квадратичная проблема (24), аналогично (22), приводится к мат-
ричной обобщенной проблеме собственных значений. 

Используемая математическая модель позволяет учитывать ши-
рокий спектр нагрузок различной природы: инерционные (в том чис-
ле от протекающей внутри шланга жидкости, сосредоточенные  
и распределенные массы с эксцентриситетом), распределенные и со-
средоточенные силы и моменты, «мертвые» и следящие нагрузки, 
аэродинамические, силы внутреннего и внешнего трения, темпера-
турное деформирование, динамическое взаимодействие с внешними 
редуцированными конечно-элементными моделями [12]. Для учета 
внутреннего трения реализована модель гистерезисных потерь [16]. 
Перемещения и повороты при деформировании и движении не огра-
ничены, могут быть более 2 .π  

Модель капсулы представляет собой стержневую систему, внеш-
ний вид которой в постпроцессоре программы DARSYS [12] имеет 
вид, изображенный на рис. 5 (внешние аэродинамические обводы  
в рамках данной работы служат только для визуализации). 
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Рис. 5. Внешний вид стержневой модели капсулы 

 
Для расчета сопряженной задачи деформирования (движения) 

стержневой системы (представляющей капсулу) в потоке воздуха ис-
пользовались следующие формулы для аэродинамических сил и мо-
ментов, приведенных к центрам масс: 
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     (26) 

где 
2

2
ρ

=
Vq  — скоростной напор; refS  — характерная площадь;  

refL  — характерный размер (размах крыла); caxb  — средняя аэроди-
намическая хорда; α  — угол атаки; β  — угол скольжения; ,ωx  ,ωy  
ωz  — угловые скорости крена, рыскания и тангажа, соответственно. 

Результаты численного исследования устойчивости капсулы по 
формулам (15)–(24) (при длине троса тр =L  1,8 м) для сравнения  
с опытными данными и теоретическим расчетом приведены на рис. 6, 
на котором видно, что область устойчивости капсулы двухсвязная — 
состоит из двух зон, разделенных зоной неустойчивости. 
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Рис. 6. Зоны устойчивости и неустойчивости капсулы в потоке: 

 — граница зон (расчет);  — устойчивость (эксперимент); 
  — неустойчивость (эксперимент);  — граница зоны (аналитика) 

 
Заключение. Проведено исследование устойчивости движения 

геофизической капсулы на тросовой подвеске аналитическим, чис-
ленным и экспериментальным методами. Численным моделирова- 
нием выявлена двухсвязность области устойчивости, состоящей из 
двух зон (низких и высоких скоростей полета), разделенных зоной 
неустойчивости. Границы области устойчивости находятся в хоро-
шем количественном соответствии с экспериментальными данными. 

Левая граница области устойчивости, соответствующая низким 
скоростям движения капсулы, достаточно точно предсказывается ана-
литической моделью. При уменьшении относительной площади ВО 
зона неустойчивости расширяется вправо, в область высоких скоро-
стей полета капсулы. 
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Studying stability of the geophysical capsule motion  
on a cable suspension 

 S.D. Salenko, Yu.A. Gosteev, D.A. Krasnorutsky 

Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, 630073, Russia 
 
The paper presents a study of the lateral motion stability of a geophysical capsule on the 
cable suspension using experimental, analytical and numerical methods. The variable ar-
ea vertical tail (VT) was used to stabilize the capsule. The cable length was also varying. 
Physical experiment and numerical simulation were introduced to identify two zones of 
stable motion in the “speed – VT relative area” parameters plane corresponding to the 
low and high motion speed. Those zone boundaries were in good quantitative agreement; 
and the left boundary corresponding to the capsule low velocities was also quite accu-
rately predicted by the analytical model. Capsule stability in the “speed – cable length” 
parameters plane was studied using the analytical method. Decrease in the stable motion 
zone was established with the increasing cable length. It was shown that an increase in 
the vertical tail relative area by 4 times led to a decrease in the capsule critical speed by 
3 times. 
 
Keywords: suspended load dynamics, Lyapunov stability, rod system, numerical calcula-
tion, experiment 
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