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Рассмотрены уединенные волновые пакеты, ответвляющиеся от со-
стояния покоя, на поверхности идеальной несжимаемой жидкости 
под ледяным покровом. Ледяной покров смодулирован геометрически 
нелинейной упругой пластиной Кирхгофа — Лява, свободно плаваю-
щей на поверхности жидкости, а  идеальная жидкость — системой 
уравнений Эйлера с дополнительным поверхностным давлением, обу-
словленным наличием упругой пластины. Установлено, что на по-
верхности жидкости имеют место различные типы уединенных 
волн, в том числе уединенные волновые пакеты, для которых фазовая 
скорость равна групповой. Показано, что при увеличении глубины 
жидкости резонансное волновое число смещается в дефокусирующую 
область, где не существует уединенных волновых пакетов.  

 
Ключевые слова: ледяной покров, упругая пластина, модуль Юнга, би-

фуркация, резонансное волновое число, модуляционная неустойчивость, 
уединенные волны.  

 
Введение. Первые результаты о распространении волн под ледя-

ным покровом, моделируемым бесконечно протяженной упругой 
пластиной, были опубликованы в работе [1]. С тех пор линейные 
волновые процессы в жидкости под упругой пластиной являлись 
предметом исследования в большом числе работ (например, [2–9]). 
Нелинейным волнам под упругой пластиной посвящены исследова-
ния [10–19]. Ледяной покров моделировали с помощью однородного 
упругого слоя конечной толщины, что позволило учесть эффекты 
внутреннего деформирования, согласованные с волновыми движени-
ями в жидкости [20–23]. В работах [24, 25] рассмотрена вращающая-
ся стратифицированная жидкость под ледяным покровом.  

Течение в слое жидкости конечной глубины под ледяным покро-
вом, индуцируемое как плоскими, так и пространственными мульти-
полями различных порядков, изучено в работе [26]. Отдельно рас-
смотрены случаи импульсного источника, источника постоянной ин-
тенсивности и источника с интенсивностью, меняющейся по гармо-
ническому закону; получены выражения для потенциала скорости в 
жидком слое и их асимптотики. В работе [27] найдены волны, возни-
кающие на ледяном покрове жидкости при различных импульсных 
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воздействиях. Рассмотрены импульсный точечный источник в толще 
жидкости; удар по ледяному покрову; начальный импульс, сообщае-
мый поверхности жидкости; начальное смещение ледяного покрова. 
В работе [28] те же авторы обобщают постановки задач [27]. Плоская 
задача о возмущении ледяного покрова движущимся в жидкости ди-
полем исследована в статьях [29, 30], где найдена устанавливающая-
ся на ледяном покрове волна при длительном движении диполя и 
описан характер процесса ее установления.  

Ниже будут рассмотрены некоторые свойства специальных вол-
новых пакетов, представляющих собой уединенные волны, у которых 
скорость огибающей (групповая скорость) равна скорости монохро-
матических волн, распространяющихся под огибающей (фазовая ско-
рость) на поверхности идеальной несжимаемой жидкости под ледя-
ным покровом.  

Основные этапы исследования. Анализ задачи о распростране-
нии волн в жидкости под ледяным покровом в настоящей работе вы-
полнен в соответствии со следующими пунктами.  

1. Определение критического значения параметра бифуркации,  
т. е. значения физического параметра задачи 0,   при малом воз-
мущении 0     которого наряду с нулевым решением система 
имеет нетривиальное решение.  

2. Запись системы уравнений, описывающих бегущие волны, в 
виде конечномерной или бесконечномерной динамической системы: 

 ( , ), w w w     (1) 

где w  — неизвестная вектор-функция (точка над функцией обозначает 
производную по неограниченной пространственной координате, кото-
рая играет роль динамической переменной); ( )  — матрица или ли-
нейный оператор, действующий в некотором гильбертовом простран-
стве (в случае бесконечномерной динамической системы), 0( );    
а ( , )w  — нелинейная вектор-функция своих аргументов.  

3. Определение собственных значений линейного оператора 
( )  в окрестности мнимой оси при изменении спектрального па-

раметра 0.     Бифуркации возникают при пересечении соб-
ственными значениями ( )  мнимой оси. В силу обратимости си-
стемы уравнений собственные значения ( )  выходят на мнимую 
ось парами при изменении параметра   и являются симметричными 
относительно мнимой и вещественной осей. В монографии [31] рас-
смотрены следующие типы бифуркаций: бифуркация, отвечающая 
простому резонансу, или бифуркация из нулевого волнового числа; 
бифуркация, отвечающая резонансу длинной и короткой волн; би-
фуркация 1:1-резонанса, бифуркация сложного 1:1-резонанса. Рас-
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сматриваемые в настоящей статье уединенные волновые пакеты яв-
ляются продуктами 1:1-резонанса.  

4. Понижение порядка динамической системы. Формально пони-
жение порядка осуществляют с помощью разбиения неизвестных 
функций на сумму двух слагаемых. Одно из этих слагаемых пред-
ставляет собой линейную комбинацию присоединенных и собствен-
ных векторов, соответствующих центральному спектру (мнимым 
собствен-ным значениям), другое — является малой следующего по-
рядка по амплитуде волн и представляет собой определяемую функ-
цию от первого слагаемого. Уравнения, которым удовлетворяют ко-
эффициенты упомянутой линейной комбинации, являются системой 
пониженного порядка. В случае бесконечномерной динамической 
системы указанное понижение порядка возможно лишь при выпол-
нении дополнительных условий, которым должен удовлетворять 
оператор   [31–34].  

5. Исследование системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, полученных после понижения порядка. Для этого исполь-
зуют асимптотические методы, в частности приближение уравнений 
пониженного порядка их квазинормальными формами. Уравнения в 
квазинормальной форме, отвечающие всем четырем перечисленным 
типам бифуркаций, являются интегрируемыми [35–37]. В работе [31] 
даны формулировки общих результатов теории квазинормальных 
форм для обратимых систем, а также вывод уравнений в квазинор-
мальной форме в рассматриваемых случаях.  

6. Доказательство грубости решений типа уединенной волны 
асимптотических уравнений, т. е. доказательство того факта, что ре-
шения полной системы, приближаемые решениями асимптотических 
уравнений, являются также уединенными волнами соответствующих 
типов. Эти доказательства, как правило, сводятся к использованию 
теоремы о неявной функции в различных формах. Для бифуркации 
1:1-резонанса такое доказательство известно (см., например, [31]).  

Несмотря на то что исследуется конкретная задача, настоящий 
анализ обладает определенной общностью. Полученные результаты 
качественно основываются на некоторых общих свойствах целого 
класса обратимых задач и количественно определяются лишь неболь-
шим числом параметров. Инвариантность относительно преобразова-
ния Галилея сводит поиск бегущих волн к решению стационарной за-
дачи, которая описывается квазилинейной системой эллиптических 
уравнений. В рассматриваемом случае эти уравнения зависят от трех 
безразмерных параметров: ,  b  и ,  где   равен обратному квадрату 
числа Фруда, b  — аналог числа Бонда для капиллярных сил и опреде-
ляется предварительным напряжением пластины, а   — параметр,  
характеризующий жесткость пластины на изгиб.  
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Вековое уравнение в данном случае имеет вид  

 2 4cos ( )sin ,b         (2) 

а решают его для   . Факт, что для каждого фиксированного зна-
чения параметров имеется лишь конечное число корней уравнения 
(2) на мнимой оси, а также обстоятельство, что если   — корень,  
то   — тоже корень, следуют из общих свойств основной системы 
уравнений.  

Поскольку возникновение волновых структур из состояния покоя 
будет обусловлено бифуркацией при критических значениях пара-
метров, когда число чисто мнимых корней уравнения (2) изменяется, 
тип этих структур будет общим для круга задач, обладающих в неко-
тором смысле общими свойствами. Эти свойства определяются ти-
пами квазинормальных форм (см. например, [31]). Разница между 
формой бегущих волн в таких задачах зависит от количества и значе-
ний физических параметров задачи.  

Модель ледяного покрова. Эксперименты показывают, что ле-
дяной покров в естественных условиях ведет себя как тонкая упругая 
пластина [38]. В связи с этим будем рассматривать его в рамках мо-
дели упругой пластины Кирхгофа — Лява, относительно которой 
приняты следующие допущения:  

существует нейтральная (серединная) поверхность, деформации 
растяжения или сжатия которой являются наперед заданными и не 
изменяются при изгибе;  

каждое волокно упругого слоя, которое ортогонально нейтраль-
ной поверхности в недеформированном состоянии, остается прямым 
и ортогональным этой поверхности после деформации;  

напряженно-деформированное состояние подчиняется закону Гу-
ка, т. е. деформации малы и пластина является физически линейной.  

Будем предполагать, что пластина находится в предварительно 
напряженном состоянии, которое характеризуется горизонтальным 
напряжением 0  (рис. 1). Это напряжение обусловлено начальным  

растяжением (или сжатием) сере-
динной поверхности, которое 
в связи с изложенным выше оста-
ется неизменным при изгибных 
деформациях.  

Математическое описание 
упругой пластины проведем в 
плоских сечениях ( , )   локаль-
ной криволинейной системы ко-
ординат, жестко связанной с се-
рединной поверхностью пласти-

Рис. 1. Фрагмент упругой пласти-
ны в локальной системе координат 
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ны. В недеформированном состоянии эта система (с точностью до 
сдвига) совпадает с глобальной декартовой системой координат .Oxz  
Координата   изменяется вдоль дуг окружностей, параллельных ло-
кальным фрагментам серединной поверхности, а   — в ортогональ-
ном направлении к серединной поверхности (см. рис. 1).  

В недеформированном состоянии упругий слой толщиной h  за-

нимает искривленную область  2Ω ( , ) / 2 ,h h        имею-

щую границу    Ω Ω Ω 2 2h h            (см. рис. 1). 

Изгиб пластины будем рассматривать в плоскости ( , ).x z  
Из первых двух свойств пластины Кирхгофа — Лява следует 

   ; ,m
m

d
d R d dx

R
  

     (3) 

так как на серединной поверхности длина дуги совпадает с длиной 
прямолинейного элемента серединной поверхности пластины, сво-
бодной от изгиба (см. рис. 1).  

Из выражений (3) находим 

 1 ,
m

d dx
R

   
 

  (4) 

откуда имеем  

 2 2
11 ,d g dx  (5) 

где  2 2
11 1 .mg R dx   

Из формулы (5) получим выражение для компоненты   тензора 

деформаций: 

 
2

11 2

1
( 1) .

2 m m
g O

R R

 
     

 


 
  (6) 

Будем предполагать 1mh R   и принимать во внимание лишь 

члены порядка ( ),mO h R пренебрегая членами порядка 2 2( ).mO h R   
Согласно закону Гука, в случае изгиба в плоскости ( , )x z  выра-

жение для компоненты   изгибных напряжений имеет вид   

 ( 2 ) ,           (7) 

где  ,   — коэффициенты Ламе.  
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При изгибе тонкой пластины компоненты напряжений, имеющие 
по крайней мере один из индексов ,  значительно меньше, чем ком-

поненты  , возникающие в результате сжатия и растяжения внутри 

пластины [39]. Поэтому при определении распределения внутренних 
напряжений в изогнутой пластине для заданных граничных условий 

можно положить ( 2 ) 0,            откуда имеем 

 .
2

 



 

 


 
   (8)  

Подставляя выражение (8) в (7), с учетом (6) получаем, что при чи-
стом изгибе  

0
2
0

,
(1 )m

E

R



 


 

где 0E  — модуль Юнга,  

0
3 2

;E





   
 
 

 

0  — коэффициент Пуассона льда,  

0 .
2( )





 

 

 

Изгибающий момент M  связан с радиусом кривизны mR  сере-
динной поверхности следующим соотношением:  

/2

/2

( ) ,
h

mh

J
M d

R


      

где  
3

0
2
0

.
12(1 )

E h
J 


 

Формулировка задачи. Изучаются плоскопараллельные по-
тенциальные движения идеальной несжимаемой жидкости. Слой  
жидкости толщиной H  и плотностью   занимает область D    

 2 ,( , ) / 0 ( )x z z x     которая имеет границу D D D       

{ ( ) 0}.z x z      Массовая плотность пластины ,s  поверхность 

раздела вода—лед задана уравнением ( )z x , .x  
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Динамическое граничное условие на поверхности раздела опре-
деляется балансом сил внутри упругого слоя:  

2

2

0

0, , ( , ) Ω;

, 0, ( , ) Ω ;

, 0, ( , ) Ω ,

sf
t

p

p






         



   

   

       

 

 

      

   

   

(9) 

где 0 mf R   — плотность силы растяжения; 0,p p  — давление 
соответственно на верхней стороне пластины (атмосферное давле-
ние) и на поверхности раздела пластина—вода.  

Умножив первое уравнение (9) на   и проинтегрировав полу-
ченное выражение по ,  используя граничные условия,  получим со-
отношение между перерезывающей силой N  и изгибающим момен-
том :M  

/2

/2

.
h

h

M N d


       

Интегрирование второго уравнения (9) дает уравнение баланса сил, 
действующих на пластину:  

 
2

0 2
0 2

.xx s
m

h
p p M h

R t


    


   (10) 

Кривизна серединной поверхности выражается следующим образом 
[10]:  

 3/22

1
.

1 ( ) / 2

xx

m x xx
R h


 

   



 
 

Рассмотрим бегущую волну, которая распространяется налево 
вдоль оси x  со скоростью V. В системе координат, движущейся со 
скоростью V, компоненты вектора скорости частиц ( , )u vv  удовле-
творяют асимптотическим условям ,u V  0,v   .x   

Выполним следующие замены переменных:  

( , ) , , , .
x z

x z
H H H V

    
 

v
v

  

В новых безразмерных переменных система уравнений Эйлера для 
бегущих волн с учетом уравнения (10) имеет вид  
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2

1 2

rot 0, div 0, ( , ) ;

1
| | const, ( , ) ;

2

0, 0, ( , ) ;

(1,0), ( ) 1, .

xx

x

x z D

b c x z D

u v v x z D

x x





  

      

    

  

v v

v

v

   





 (11) 

Постоянные  , ,b    и c  определяются здесь соотношениями  

2
0

2 2 2 3
; ; ; , .sgH h J V h

b c a a
V HV V H gH H

    
  
  

 

а функции ,j  1, 2,j   имеют вид  

   
2

1 23/2 3/22 2
; .

1 ( ) 1 ( )

xx xx
xx

x xx x xxa a

 
  

       

  
   

 

Будем рассматривать предел тонкой пластины, т. е. отбросим члены 
порядка ( / )O h H , полагая, таким образом, 0a c  . По сравнению с 
работами [36], [40], где исследовали капиллярно-гравитационные вол-
ны, в третьем уравнении [11] появляется дополнительное слагаемое 

2;  кроме того, знак b  может быть теперь любым.  
Определим новые «полулагранжевы» координаты ( , ) (0,1)x y    

по формуле ( , ) ,y x z z  Ψ  где ( , )x z  —  функция тока, нормиро-
ванная с помощью среднего расхода .Q VH  Кроме того,  отобразим 

поле скоростей ( , ) (1 , )u v U  v   на векторное поле 1 2( , )w w w  
[33]:  

 2 2
1 2

1
(1 ) 1 ; ,

2 1
w U w

U
    




  

где U ,   предполагаются малыми, Ψ,zU    Ψ.x   Оба этих 
преобразования являются обратимыми, как и отображение 

(0,1).D D     
В новых переменных система уравнений (11) принимает вид  

 
( , ), 1;

( ) , , .

x

x y

y

x y D

  

   

f w

w w w

 
 (12) 

Здесь 

 1 2 2( , , ), (1);w      

 1 2 3( , , ), ( , ) , 1, 2;j jf f f f j  f w    
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  2 3/2
3 1 1

1
( , ) ;(1 ) (1) ([ ] 1)ˆf Pb w g    w   


  

12 1/2
2

1/2
1 0

(1 )
, [ ] ;

(1 )
ˆ ˆ ˆ

2

w
g g g dy

w


 

   

3 2 3
1 21 1

2 2 2

3 9 15
;

1 (1 )
P


 

 
    

 
 

1 3
2

1
2

ˆ ˆ

ˆ
( ) .

ˆ

w g g

g w g

 



 
  
 

w  

 
Отклонение   поверхности  задано в виде 

 11 [ ]w     

Определим вектор т( , )w w  и рассмотрим его как образ при 

отображении 3 2(0,1),x X       где 2 2 2(0,1) (0,1) (0,1);L L   
2(0,1)L  — пространство квадратично-интегрируемых функций на 

интервале (0,1) . Запишем систему (12) в виде  

 ( ) ( , ),x  w w w    (13) 

где ( , , ).b     
Оператор ( )   можно определить по действию на вектор-

функцию :w   

 1
1 2 1 1 1 2 1( ) , , ( (1) [ ]), , ,y yb w w w w     w        

а нелинейную вектор-функцию ( , )w   как 

  ( , ) ( , ), ( ) ( ) .y  w f w w w w      

Область ( )D   определения оператора ( )   имеет вид 

 3 1
2 2( ) (0,1) { (0) 0, (1) }D w w        

и не зависит от .  Здесь 1 1 1(0,1) (0,1) (0,1);H H   1(0,1)H  — про-
странство квадратично-интегрируемых функций на интервале (0,1)  
вместе со своими производными.  

Образ оператора ( )  является линеаризацией ( , ), ( ) yf w w w  

в точке 0w  при фиксированных значениях параметров 
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( , , ) .b          Системы уравнений (12) и (13) обратимы по от-
ношению к изометрии diag( 1,1, 1,1, 1).      

Легко увидеть, что   отображает ( )D   в гильбертово про-

странство 2
0 {0} {0} (0,1),Z       которое является замкнутым 

подпространством X .  
В заключение приведем явный вид сопряженного оператора 

*( ) :w   

 1 2 1 2 2 1( ) (1), (1), , (1), ,y yw bw w w w      w      

 имеющего область определения * 3 1
2 2( ) (0,1) { (1),D w       

2(0) 0}.w    
Спектр и резонансы. Можно показать, что оператор ( )   имеет 

компактную резольвенту и, следовательно, его спектр состоит из соб-
ственных значений, каждое из которых имеет конечную кратность 
[41]. Эти собственные значения являются корнями уравнения (2). 
Вследствие вещественности ( )   и обратимости уравнений (13) 
спектр ( )   симметричен относительно вещественной и мнимой 
осей в комплексной плоскости спектрального параметра. Из общей 
теории [33] и теоремы о резольвентных оценках, доказанной в работе 
[31], следует, что все ограниченные решения (12), лежащие 
в достаточно малой окрестности нулевого решения, могут быть найде-
ны из решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений, 
которые связаны с центральной частью спектра ( ),   состоящей из 
конечного числа мнимых собственных значений. Следовательно, мно-
жество нетривиальных решений (12) будет изменяться качественно 
только при тех значениях параметров, при которых изменяется упомя-
нутая центральная часть спектра.  

Для нахождения значений ˆ ˆ, )ˆ( ,b   в пространстве параметров 

( , , ) ,b          соответствующих наступлению бифуркации, 
необходимо определить те значения, при которых уравнение (2) име-
ет мнимые корни кратности больше 1, иными словами, происходят 
резонансы (собственные значения   оказываются на мнимой оси 
парами).  

Положим .iq  Тогда уравнение (2) можно переписать в виде  

 2 4cth .q q bq q     (14) 

Корень кратности 2 должен удовлетворять уравнению  

  2 3cth sh 4 ,q q q q q     (15) 
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а кратности 3 — уравнению  

 2 2sh (2 cth 1) 12 .q q q q     (16) 

Отметим, что если 0,q   то соотношения (15), (16) определяют b  
и   как функций от q , в то время как уравнение (14) фиксирует   в 
зависимости от q . Однако 0q   отвечает 1  в силу справедливо-
сти разложения  

1 3 5cth / 3 (1 / 45) ( )q q q q O q     

для q  в окрестности нуля. Таким образом, для получения полной 
картины расположения действительных корней уравнения (14) необ-
ходимо рассмотреть следующие два случая.  

1. Корень 0.q   
При 1  и произвольных b  и   соотношения (14), (15) выпол-

няются, а (16) — нет. Необходимо также различать случаи 1 / 3b   
и 1 / 3b  . При 1 / 3b   0q   — единственное решение (14), в то вре-
мя как при 1 / 3b   имеет место пара дополнительных простых кор-
ней q , 0.q   

Таким образом, при ˆ 1 , 1 / 3,b      имеем собственные 
значения в центральном спектре, которые имеют кратность 2, и один 
зависимый параметр определяет бифуркацию коразмерности 1. В 
противоположность случаю коразмерности 1 случай 1,  1 / 3,b   

   приводит к корню уравнения (2) 0q   кратности 4, в резуль-
тате чего возникает бифуркация коразмерности 2 (единственным 
свободным параметром является  ).  

2. Корень 0.q    
В результате решения соотношений (14), (15) получаем поверх-

ность, параметризованную следующим образом:  

 
2 2 2

4 2ˆ ˆcth sh cth sh
; 2 .

2 2 2 2

q q q q q q
q b q

q

 
          (17) 

Асимптотики параметров ̂  и b̂  на поверхности (17) имеют вид  

 4 6 2 41 1 2
1 ( ), 2 ( ), 0;

45 3 5
ˆ ˆ

4
q O q b q O q q              

   
    

4 2ˆ ˆ 1
, 2 , .

2 2

q
q b q q

q
         



А.Т. Ильичев, А.А. Савин 

12 

При 0q   множество коразмерности 2, на котором происходит 
бифуркация, представляет собой кривую, заданную в виде 

 

2 2 3 2

2 2

2 2

3 2

3 cth 3 sh cth
;

8 8 4

3cth sh cth
;

4 4 2

cth sh cth
.

ˆ

ˆ

8
ˆ

8 4

q q q q q qsh q

q q q q sh q
b

q

q q q sh q

q q q

 

 

 

  

  

   





 (18) 

Асимптотики параметров ̂ , b̂  и ̂  на этой кривой имеют вид  

 6 4 21 1
1 ( ), ( )ˆ ˆ ˆ, ( ), 0;

3 45
O q b O q O q q          

3

3 3 1
, ,ˆ , .ˆ

8 4 8

q
b q

q q
       

Бифуркация коразмерности 2 отвечает появлению на мнимой оси 
в плоскости спектрального параметра пары комплексно-сопря-
женных собственных чисел кратности 3 при критических значениях 

параметров ̂ , b̂  и ˆ,  которые удовлетворяют (18). Легко увидеть, 
что эта бифуркация имеет место только при отрицательных ,  и по-
этому  здесь не будет рассмотрена, как не имеющая физического 
смысла. Заметим только, что эта бифуркация является предельным 
случаем бифуркации коразмерности 1, которая происходит также при 
отрицательных .  Так, если 0,  то параметризующая поверхность 
(17) отрицательна и находится в окрестности кривой (18); имеет ме-
сто одна пара двукратных и одна пара простых комплексно-
сопряженных собственных значений на мнимой оси. Эта бифуркация 
соответствует сложному 1:1-резонансу и играет важную роль при 
спонтанном нарушении размерности волновых структур [31].  

Семейство уединенных волновых пакетов. Поведение собствен-
ных значений оператора ( )   на мнимой оси показано на рис. 2. Соб-
ственные значения, пары которых совпадают на мнимой оси, показаны 
черными кружками по обе стороны от поверхности (17) и над плоско-
стью 1  и белыми кружками — под плоскостью 1.  Бифуркации 
этого типа впервые изучены в работах [36, 40] для 0b   и 0 . Здесь 
нет ограничений на знак b , хотя рассмотрение случая отрицательных 
значений этого параметра не добавляет ничего нового к качественному 
поведению волн.  
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Будем рассматривать систему 
уравнений (13) в окрестности крити-
ческого множества (17), определяемо-
го изменением только параметра 

ˆ    , 1 . Обозначим  

ˆ( ),    

 ( , ) ( , , )ˆ ,ˆ ˆ ,b w w      

где ˆ ˆˆ ( , , ).ˆb    Тогда система 
уравнений (13) может быть преобра-
зована к виду (1).  

Для понижения порядка системы 
уравнений (13) используем теорему 
о центральном многообразии (см., 
например, [31]). Для бесконечно-
мерных динамических систем эта 
теорема справедлива при условии выполнения оценок убывания ре-
зольвенты оператора .  Справедливость этих оценок в настоящем 
случае установлена в [31].  

Разберем случай возникновения семейства уединенных волн, от-
ветвляющихся от состояния покоя для 1:1-резонанса, когда цен-
тральная часть спектра   состоит из пары ненулевых двукратных 
мнимых собственных значений .iq  В этом случае размерность цен-
трального подпространства равна 4.  

Собственные и присоединенные векторы оператора   при 
iq   имеют вид  

1 1

1

0 1

th

th th

; ;th 2 th

ch / ( ch ) sh / ( ch )

sh / ( ch ) ch / ( ch )

iq q q

q i iq q

iq q q q q

qy q q iy qy q q

i qy q q y qy q q

 



   
       
      
   
   
   
   

   

0 0 1 1 0; .iq iq         

Нелинейная вектор-функция ( , )w  (см. выражение (1)) при 0  
определяется так:  

2 3(0, ) ( , ) ( , , ) ,N N  w w w w w w   

где точки обозначают члены высшего порядка,  

Рис. 2. Поверхности ˆ1,   и 
ˆ,b  определяемые выражения-
ми, на которых происходит би-
фуркация в пространстве пара-
метров 
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2 2
2 1 2

2 1 1 2

1 1 2 2

0

0

( , ) ;(3[ ] [ ])
2

3

ˆ

ˆ

y y

y y

N w w

w w w w

w w w w

 
 
 
 

   
 
 
    

w w



 

 

3
2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 2 21 2

0

0

( , , ) ;3
( )

2
1

(3 )
2

y y

y y

N
w w w w w w

w w w w w w

 
 
 
 
 
  
 
 

  
 

w w w


 

 

   2 3 2 3
1 1 1 1 21 2 1

3
(1) [ ] 5

ˆ
ˆ

ˆ ˆ
[ ] [ ] 3 9 .

2 2
w w w w w      

    
 

  

Все ограниченные решения (12) записываются в виде  

 * * * * * *
0 0 1 0 1 Φ( , , , , ),A B A B A B A B        w  (19) 

где * * 2 2
2000 1100Φ(0, , , , ) ( Φ ) | | ΦA B A B A A      — нелинейная 

вектор-функция своих аргументов.  
Функция Φ  в правой части выражения (19) отвечает преобразо-

ванию от приведенных уравнений к уравнениям в квазинормальной 
форме, которые для 1:1-резонанса, комбинированного с обратимо-
стью, будут следующие [31]:  

* * *

* * * * * *

, ( ) ;
2

, ( ) , ( ) .
2 2

x

x

i
A iqA B iAR AA AB A B

i i
B iqB AQ AA AB A B iBR AA AB A B

       

              

 (20) 

Уравнения (20) имеют два первых интеграла  

   * * 2 2
0 0 0; | | , | | , ,

2

i
K AB A B H B G A K      
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где  

2| |
2

0 0

0

( , | | , ) ( , , ) .
A

G A K Q s K ds    

Коэффициент 1q  полиномa Q  во втором уравнении (20) связан с 
собственными значениями линеаризованной правой части этого 
уравнения соотношением 

1 ( ).iq q O      

В рассматриваемом случае  

1 3 2

1
0

(2 4 )cth 6 1
q

bq q q q b
 

    
 

и имеет следующие асимптотики:  

1 2

1 2

ˆ
1

; 0;
(4/45 4 )

1
,

4 ˆ
,

q q
q

q q
q

 


 





 

а 2q  определяется из уравнения [42]  

 * *
2 2 0 1100 2 0 2000 3 0 0 0 1 .2 ( ,Φ ) 2 ( ,Φ ) 3 ( , , ),q N N N         (21) 

Для 1  справедливо выражение 

 *
1 1iq   ,  

где 

2

1

1

( )sh

sh

( ) ;sh

( ch sh )

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

h

ˆ

s

b q q

iq q

r q q

i qy q q

qy



  
 

 
 
 
  
 
 




 



 

4

3 5 4

cth
( ) .

ch ch 3ˆ ˆ ˆˆ ˆch sh 3 sh

q q
r q

q q bq q q q q q q


      
 

Асимптотики ( )r q  имеют вид  
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2

1
( ) (1), 0;

1
4 ˆ

ˆ

45

1
( ) exp  ( ), .

2

r q O q
q

r q q q

   
  
 

    





 

Векторные функции 1100Φ  и 2000Φ  удовлетворяют уравнениям [42] 

 *
1100 2 0 0 2000 2 0 0 2000Φ 2 ( , ) 0; Φ ( , ) 2 Φ ,N N iq         (22)  

т. е. 

1100 3 2

2
2000 2 2

0

0

Φ ;0
( 1) ch

sh 2

0

sh 2

2 sh 2
1

Φ ;4 sh 2
ch

1 ( 1 / 2)ch 2

s 2

ˆ

ˆ

h

q q
q q

i q

q q

i q q
q q

qy

i qy

 
 
 
 

   
 
 

 
  
  
   
 
 











 

3

2(2 ch 2 )
.

5 ch 2 6 cth ˆ18 sh 2

q

q q q q q



   




 

Асимптотики   имеют вид  

4

3

3
,

ˆ
0;

1
18

45

1
,

9 ˆ
.

q
q

q
q

  
  
 

   







 

Из уравнения (21) находим 

 2 2 2
2 4 3

( )
9ˆ ˆ ˆ ˆ16 12 ch 2 12 ch 2

ˆ16 ( 1)

r q
q q q q

q ch q
      


   


211 ch 4 ch 4 14 shˆ ˆ ˆ2 16 sh 2 18 sh 2q q q q q q q q        

16 sh 2 sh 4 4 shˆ ˆ4 sh 4 4 shˆ 4 ,q q q q q q q q q q         
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т. е. 2q  — кусочно-монотонная функция. Асимптотики для 2q  будут 
следующие: 

 при ˆ 0 , ˆ 0b   

2 22
8

19 3
, 0; , ;

81
4

ˆ8
5

q q q q

q

     
  
 


 

при ˆ 0   

2 28

38475 11
, 0; , ,

8 2
q q q q

q
     

при b̂ = 0  

2 24

171 79
, 0; , .

2 132
q q q q

q
      

При 0  функция 2q  меняет знак, что является типичным не 
только при 0,b   но также для любого фиксированного   (рис. 3).  

Поведение решений ради-
кально изменяется, когда 2q  ме-
няет знак. Более того, в вырож-
денном случае ( 2q  лежит в малой 
окрестности нуля) качественная 
картина малых ограниченных 
решений определяется коэффи-
циентом при членах следующего 
порядка малости в разложении 
полинома Q  из (20) и отличается 

от случая конечного 2q  [43].  
Пусть в уравнениях (20) 

0 0exp ( ),A i qx    1 expB    

1( ).i iqx   После указанной замены представим их в виде [37]  

 
  

 

2
0 2

0 0 0 0 0

1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0

4 ;( , , )

( )
( ) ( , , ) ( , , ) ,

du
u G u K H K

dx

d
K u u u Q u K G u K H

dx


     
 


   



   

 (23) 

где 2
0 0 ;u    2

1 1 .u    

Стационарные решения (23), а следовательно, и периодические 
решения (20) определяются кратными корнями полинома 

Рис. 3. Зависимость q2(q) при  =
= 0,002 (1) и при ˆ 0b =  (2) 
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   2
0 0 0 0 0 0( ) ( , , ) .f u u G u K H K    (24)  

После преобразований 2 3/2
0 0 0 0 0 0, | | , | |H h u v K k      получа-

ем 

 3 7/2
0 0 0 0| | ( , , ) (| | ),f g v h k O     

где 22 3 2
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0( , , ) sign .

2

q
g v h k v h q v v k      

Таким образом, кратные корни полинома (24) в низшем порядке 
по   совпадают с кратными корнями полинома 0 0 0 0( , , )g v h k  и лежат 

на кривых в плоскости 0 0( , ),k h  которые параметрически задаются 
уравнениями  

 3 2 2
0 2 1 0 2 1 00 0 0

3
sign ; 2sign .

2
k q v q v h q v q v       (25) 

При 2 0q  , 0  в точке 0 00, 0k h   множества (25) имеем 
гомоклиническое решение  

2 3/21
0 1

2

2
ch (| | ).

q
u q x O

q
  

    

Форма поверхности раздела вода–лед представляет собой уеди-
ненный волновой пакет  

1 1 3/2
12

2

2 2
1 ch cos (| | ).

th q q
q x qx O

q q
    

    

На рис. 4 показаны формы двух уединенных волновых пакетов 
для 0  (гравитационно-капиллярные волны) и 0b   (гравитаци-
онно-изгибные волны при отсутствии начального напряжения в ле-
дяном покрове).  

При 2 0q  , 0  в точке 0 0k  , 2
0 21 (2 )h q q   множества (25) 

получаем так называемые темные солитоны, для которых  

 1 12 3/2
0

2
th | | ,

2

q q
u x O

q
  

    

а форма поверхности раздела имеет вид  

 1 1 3/2
2

2

2
1 th sin  | | .

2
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Рис. 4. Форма уединенных волновых пакетов при  = 0 (1) и ˆ 0b =  (2) 
для q = 1,   = 0,01 

Рис. 5. Форма темных солитонов при  = 0,1 (1);  = 0,2  (2) для q = 3,   
 = –0,01 

Сравнительная форма поверхности раздела в этом случае для 
двух различных значений   представлена на рис. 5.  

Дефокусировка волновых пакетов. В результате бифуркации 1:1-
резонанса из параметрического множества, заданного уравнениями (17), 
возникают уединенные волновые пакеты. Существует связь между вол-
нами огибающих нелинейного уравнения Шредингера и уединенными 
волновыми пакетами, возникающими в результате 1:1-резонанса в опи-
сывающей волновые процессы системе уравнений [44–46]. Именно 
уравнение Шредингера в самофокусирующей области имеет семейство 
нестационарных решений — солитонов огибающей, которые характе-
ризуются двумя скоростями: огибающей и волнового пакета (наполне-
ния), распространяющегося под огибающей. Солитоны огибающей 
представляют собой продукт модуляционной неустойчивости (самофо-
кусировки) несущей периодической волны.  
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Уединенный волновой пакет является членом семейства солитонов 
огибающей в окрестности точки дисперсионной кривой, в которой фа-
зовая и групповая скорости совпадают. При тех волновых числах, для 
которых коэффициент 2q  при ведущей нелинейности в квазинормаль-
ной форме отрицателен, периодические волны малой амплитуды устой-
чивы и, как следствие, система обладает темными солитонами вместо 
уединенных волновых пакетов. Присутствие таких волн известно на по-
верхности раздела двух бесконечных слоев жидкости с капиллярными 
эффектами [43]. Переход от уединенных волновых пакетов к темным 
солитонам в этом случае имеет место, когда коэффициент 2q  меняет 

знак, т. е. при (21 8 5) 11,cR R    где R  — критическое отношение 

плотностей верхнего и нижнего слоев. При cR R  существуют уеди-
ненные волновые пакеты, что означает, что в окрестности резонансного 
волнового числа (1 ) / 2q R   имеет место самофокусировка периоди-

ческих волн [43]. При cR R  уединенный волновой пакет замещается 
темным солитоном — индикатором модуляционной устойчивости. Та-
ким образом, при переходе R  через cR  фокусирующая окрестность ре-
зонансного волнового числа q  замещается дефокусирующей. 

В случае гравитационно-изгибных волн коэффициент 2q  также ме-
няет знак. Физический механизм перехода резонансного волнового чис-
ла в дефокусирующую область, естественно, отличается от случая двух-
слойной жидкости. Рассмотрим случай 0,b   т. е. когда в слое льда 
начальное напряжение 0 0.  Поверхность, определяемая уравнения-
ми (17), вырождается при этом в плоскую кривую (в плоскости 0),b   
заданную параметрически следующим образом:  

 
2 2

2
3 2

ˆ ˆ
3

, .
4 4 4 4

q cth q sh q cth q sh q
q

q q

 
      (26) 

Функции ̂  и ̂  вида  (26) монотонно возрастают и монотонно убы-
вают, подчиняясь, соответственно  асимптотикам  
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Коэффициент 2q  обращается в нуль при критическом безразмерном 

волновом числе 5,79.cq   

При волновых числах cq q  существуют уединенные волновые 
пакеты и, следовательно, в этой области имеет место самофокуси-
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ровка периодической волны. При cq q  вместо уединенных волно-
вых пакетов возникают темные солитоны и несущие периодические 
волны, отвечающие волновым числам из этой области, являются 
устойчивыми. Из определения безразмерных параметров   и   сле-
дует, что 

 384
3 3

, ,
J J

H V g
g

 


   
 (27) 

а из монотонности ̂ , ̂  — что глубина H  возрастает с увеличением 

.q  Таким образом, при cH H  (где cH  — критическая глубина, со-

ответствующая 2 0)q   волновое число cq q  и уединенные волно-
вые пакеты замещаются темными солитонами. Другими словами, 
окрестность каждого резонансного волнового числа q  становится 

дефокусирующей. Критические значения 4,34c   и 0,013c   

определяют подстановкой cq  в выражения (26). Резонансные волно-
вые числа q  нормированы по глубине слоя жидкости ,H  т. е. 

,q kH  где k  — физическое волновое число. Критические значения 

параметров ,cV  cH  и ck  для некоторых толщин h  ледяного покрова 
приведены в таблице.  

Значения критических параметров в зависимости  
от толщины ледяного покрова 

h, м  Vc, м/c Hc, м  kc, м/c–1 

0,01 2,23 2,15 2,69 
0,1 5,28 12,12 0,48 
0,4 8,88 34,28 0,17 
0,8 11,52 57,65          0,1 
1 12,53 68,14          0,085 

Модуль Юнга 0E  и коэффициент Пуассона 0  для льда  равны 
соответственно 5 000 МПа и 0,35.  Если при увеличении глубины 
жидкости H  число q  переходит через cq  слева, то оно перестает 
быть фокусирующим, а система не содержит семейство уединенных 
волновых пакетов и уединенных волн огибающих с волновыми дли-
нами, близкими к 12 .q   

Заключение. Таким образом, если фокусирующая область и су-
ществует где либо еще на дисперсионной кривой, она не содержит 
волновых чисел, при которых групповая скорость равняется фазовой. 
Из таблицы следует, что рассматриваемый эффект можно наблюдать 
как для искусственных, так и для естественных бассейнов. Для тол-
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щин ледяного покрова около 1 см критическая глубина, скорость и 
длина волны могут быть воспроизведены в эксперименте. Толщина 
льда около 1 м требует бóльших значений критических параметров, 
которые, тем не менее, достижимы в природных бассейнах: больших 
реках, озерах и морях.  

При начальных напряжениях 0 0  имеется дополнительный 
параметр в резонансном множестве вида (17) и критическое резо-
нансное волновое число cq  зависит от  . При этом cq  увеличивается 
при уменьшении .  Для фиксированного 0  критические пара-

метры ( )c   и ( )cb   задаются уравнениями (17) c .cq q  Критиче-

ские значения физических параметров ,cH  cV  и 0c  однозначно 
определяются формулами (27) и равенством  

0 .c
c

c

b J g

h



 

 

Как и в случае 0,b   увеличение глубины жидкости влечет за со-
бой повышение резонансного волнового числа q  для фиксированно-
го ,  а следовательно, имеет место аналогичный эффект смещения 
резонансного волнового числа в дефокусирующую область. Един-
ственным отличием является то, что необходимо фиксировать до-
полнительный параметр   при увеличивающемся H .  

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты  
№ 11-01-00335 и № 12-05-00889).  
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