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Теоретическое описание волновых движений в океане с учетом 

рельефа дна, береговых границ, вращения Земли и стратификации 
вод является классической проблемой геофизической гидродинамики. 
Среди них важную роль в динамике атмосферы и океана играют вол-
ны Кельвина — крупномасштабные волновые движения. Специфика 
таких гравитационных волн состоит в том, что они возникают вслед-
ствие влияния вращения Земли на волны, захваченные береговой гра-
ницей. Эти волны, распространяющиеся в одном направлении, в Се-
верном полушарии обегают контур бассейна против хода часовой 
стрелки, нормальная к берегу составляющая скорости тождественно 
равна нулю, амплитуда волн максимальна на береговой границе и 
экспоненциально убывает в сторону открытого моря. Волны Кельви-
на подразделяют на поверхностные, или баротропные, и внутренние, 
или бароклинные. Поверхностные волны Кельвина охватывают всю 
толщу жидкости от свободной поверхности моря до дна, а внутрен-
ние волны Кельвина обычно наблюдаются в слоях жидкости с боль-
шими градиентами плотности (например, в окрестности океаническо-
го термоклина). В этой работе рассмотрены только баротропные вол-
ны Кельвина. 

В большинстве широко известных монографий [1—4] нет даже 
упоминания о возможном влиянии ледяного покрова на волны в оке-
ане и, в частности, на волны Кельвина. Вероятно, это связано с тем, 
что для корректного учета ледяного покрова требуется привлечение 
не только гидродинамических подходов, но и методов теории упруго-
сти, что существенно затрудняет исследования.  

МОДЕЛИРОВАНИЕ КЛИМАТА  
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Постановка задачи и основные уравнения теории. Сплошной 
ледяной покров в достаточно естественных условиях можно рассмат-
ривать как тонкую упругую пластину, плавающую на поверхности 
моря. Если не интересоваться процессами, происходящими внутри 
льда, основные уравнения и граничные условия с учетом ледяного 
покрова не должны отличаться от аналогичных уравнений и условий 
в случае отсутствия льда на поверхности моря. Исключением являет-
ся динамическое условие на границе раздела вода — лед, в котором 
появляются дополнительные слагаемые, обусловленные упругими 
свойствами льда, сил инерции и сжатия-растяжения, действующих на 
ледяной покров. 

Рассмотрим на вращающейся Земле заполненный однородной 
жидкостью канал шириной L, ограниченный прямолинейными бере-
гами при 0,y   L . Пусть ось y  направлена по нормали к берегу, ось 
x  совпадает с линией берега, 0y  , ось z  направлена вертикально 
вверх. Будем полагать, что канал имеет постоянную глубину H и 
сверху, т. е. при 0z  , ограничен ледяным покровом постоянной 
толщины h. 

Исходная линеаризованная система уравнений движения в при-
ближении идеальной жидкости имеет следующий вид [5]: 

 
1

,
w

u P
f v

t x
 

  
 

 (1) 

 
1

,
w

v P
f u

t y
 

  
 

 (2) 

 2 1
,

w

w P

t z



 

 
 

 (3) 

 0,
u v w

x y z

  
  

  
 (4) 

где ,u v  — составляющие горизонтальной скорости вдоль осей x и y 
соответственно; w  — вертикальная скорость; P  — отклонение дав-
ления от гидростатического; w  –- плотность морской воды, 

constw  ; f  — параметр Кориолиса, constf  . Параметр   вве-

ден для возможности изучения перехода от общего случая, когда этот 
параметр равен единице, к приближению гидростатики, когда он ра-
вен нулю. Как следует из полученных далее результатов, переход к 
пределу 0   эквивалентен приближению длинных волн. 
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Уравнения (1)—(4) стандартной процедурой [5] сводятся к одно-
му уравнению для давления ( , , , ) :P P x y z t  
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где 2 2 2 2/ /x y        — лапласиан. Систему уравнений (1)—(4) 
дополним граничными условиями на берегах (которые будем пола-
гать отвесными), дне канала и нижней поверхности льда. На берегах 
нормальная составляющая скорости равна нулю, т. е. 
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На дне выполняется условие непротекания жидкости, которое в 
рассматриваемом случае постоянства глубины океана имеет вид 
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На нижней кромке льда ( 0z  ) выполняются линеаризованные 
кинематические 
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и динамическое условия 

 ,w aP g P    (9) 

где g  — ускорение свободного падения; ( , , )x y t   — прогиб ле-

дяной поверхности; ( , , )a aP P x y t  — давление непосредственно на 

границе раздела вода — лед. 
Согласно уравнению (3) и кинематическому условию (8), выра-

жение для прогиба ( , , )x y t  с учетом давления 
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 на нижней гра-

нице льда принимает вид 
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Будем моделировать лед лежащей в горизонтальной плоскости 
тонкой упругой пластиной постоянной толщины h. Это предположе-
ние хорошо подтверждается экспериментальными данными [6, 7]. 
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С помощью уравнений для свободных колебаний такой пластины 
найдем давление aP  на нижней границе льда [8, 9]: 
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Здесь E — модуль Юнга; K — коэффициент сжатия льда; I  — 

плотность льда constI  ; s — коэффициент Пуассона. Слагаемые, 

пропорциональные B, M и Q, возникают соответственно вследствие 
упругих свойств льда, сил инерции и сжатия-растяжения, действую-
щих на ледяной покров. 

Отметим, что числовые значения механических характеристик 
морского льда — модуля упругости льда* (модуля Юнга) E и коэф-
фициента сжатия K  — известны с очень небольшой точностью. 
Приведем характерные значения этих величин для льда. Так, среднее 
значение динамического модуля упругости для однолетнего льда 
средней толщины в Баренцевом море в декабре — апреле составляет 
около 8 ГПа [10]. Согласно работе [9], E = 6 · 109 Н/м2 = 6 ГПа; 
s = 0,3; K = 106   Н/м2 = 10–3 ГПа; w  = 1 025 кг/м3; 0,9 .I w   При 

толщине льда 1h   м для коэффициентов в выражениях (12) получа-

ем: 55 10B    м5/с2; 310Q   м3/с2; 0,9M   м. 
Из уравнения (11) и динамического условия (9) имеем 
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Отсюда в силу выражения (10) находим единственное граничное 
условие на нижней поверхности льда 
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____________ 

    * В дальнейшем под модулем упругости льда будем понимать его динамическое 
(а не статическое) значение, определяемое, например, по данным о скоростях про-
дольных и поперечных изгибно-гравитационных волн в ледяном покрове. Динами-
ческий модуль упругости является фундаментальной физической характеристикой 
льда и используется для численной оценки механического поведения морского ле-
дяного покрова при динамических нагрузках, время воздействия которых значи-
тельно меньше 1 с. 
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Граничные условия (6) и (7) выразим через отклонение P  давления 
от гидростатического в следующем виде: 
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Таким образом, необходимо решить уравнение (5) с граничными 
условиями (14)—(16). Будем искать решение задачи (5), (14)—(16) в 
виде плоской волны, распространяющейся вдоль оси x : 

  ( , , , ) exp ( ) ( , ),P x y z t i k x t p y z    

где k — волновое число;   — частота. Тогда для амплитудного мно-
жителя ( , )p y z  получаем уравнение 
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с граничными условиями 
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Волны Кельвина в полуплоскости. Рассмотрим наиболее про-
стой случай волн Кельвина в полуплоскости 0 ,y    когда ширина 
канала L  . Разделяя переменные в уравнении (17) и учитывая 
условие (19), получаем 

  ( , ) exp( )ch ( ) ,p y z a y H z      (21) 

где a  — амплитуда волны Кельвина, const .a   Постоянные 0   и 
 , согласно уравнению (17), связаны соотношением 
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    2 2 2 2 2 2 0.f k        (22) 

Из условия (20) при 0y   и соотношения (22) находим 

 ,
fk


    .k   (23) 

Следовательно,  ( , ) exp / ch ( ) .p y z a f k y k H z           Из 

условия (18) находим дисперсионное уравнение для волн Кельвина в 
полуплоскости с учетом ледяного покрова: 

  2 ( , ) th ,Kg k k k H     (24) 

где 
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Как следует из выражения (25), влияние ледяного покрова в диспер-
сионном уравнении (24) для волн Кельвина описывается тремя слага-
емыми, стоящими в квадратных скобках. 

Для длинных ( 1k H  ) низкочастотных ( , )f g M    

волн 2 2 2 ,c k   где c  — корень уравнения, имеем 

  6 2 4 2 2 4 0.c g M H c QHf c BHf      (26) 

В силу теоремы Декарта о корнях многочленов [11] уравнение (26) 

имеет один положительный корень 2.c  Для реальных значений па-

раметров с большой точностью 
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поэтому в длинноволновом низкочастотном диапазоне ледяной по-
кров практически не оказывает влияния на фазовую скорость волн 
Кельвина. Как показано на рисунке, при учете ледяного покрова вол-
ны Кельвина в низкочастотном диапазоне обладают дисперсией, хотя 
и весьма малой для реальных значений параметров. В этом заключа-
ется их отличие от волн Кельвина на открытой воде. 
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Дисперсионные кривые для волн Кельвина в случае ледяного покрова тол-
щиной 1 м (1) и длинноволновом приближении для моря без льда (2) 
 

Для высокочастотных волн Кельвина ( f  ) ситуация корен-
ным образом меняется: дисперсионное уравнение не зависит от па-
раметра Кориолиса и с большой точностью описывается выражением 

    2 4 2 2 th .g Bk Qk M k k H        

Другими словами, дисперсионное уравнение для высокочастотных 
волн Кельвина практически совпадает с дисперсионным уравнением 
для изгибно-гравитационных волн (см. рисунок) [12, 13]. 

При 0   давление P  в силу соотношения (21) перестает зави-
сеть от глубины и дисперсионное уравнение (24) принимает вид 
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Такой же результат можно получить, если в выражениях (21) и (24) 
перейти к пределу малых волновых чисел ,k  поэтому переход к пре-
делу 0   и приближение длинных волн эквивалентны. 

Отметим, что из выражений (21) и (23) следует равенство нулю 
нормальной к берегу составляющей скорости ( , , , )v x y z t  всюду в 
рассматриваемой области. Этот результат совпадает с аналогичным 
выводом для классических волн Кельвина. 

В приближении гидростатики ( 0  ) дисперсионное уравнение 
(24) для волн Кельвина принимает вид тривиального тождества. Из 
уравнения (3) следует, что давление P  не зависит от глубины, по-
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этому из условия (13) на границе раздела вода — лед во всей жидко-
сти выполняется соотношение 

   .wP g    

Тогда уравнения движения (1) и (2) можно записать как 
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откуда следует, что в приближении гидростатики составляющие ско-
рости u  и v , как и давление P, не зависят от глубины. Теперь проин-
тегрируем уравнение неразрывности (4) по глубине от H  до 0  с 
учетом условий для вертикальной составляющей скорости на дне (7) 
и нижней поверхности льда (8). Найдем 
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Уравнения (27)—(29) сводятся к единственному уравнению для 
прогиба  : 
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Полученное уравнение имеет шестой порядок по пространствен-
ным переменным, а в полной постановке задача сводится к решению 
уравнения (5), имеющего лишь второй порядок по пространственным 
переменным. Условие равенства нулю нормальной составляющей 
скорости на границе рассматриваемой здесь области, согласно выра-
жению (15), в приближении гидростатики имеет вид 
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Для решения уравнения (30), кроме граничного условия (31), необхо-
димы дополнительные условия, в качестве которых можно использо-
вать, например, условие того, что морской лед закреплен на берего-
вой границе [14]. Однако при отказе от использования приближения 
гидростатики, как показано в настоящей работе, никаких дополни-
тельных условий не требуется. 

Таким образом, приближение гидростатики искусственно завы-
шает порядок уравнений для задач, в которых учитывается влияние 
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ледяного покрова. Это утверждение справедливо и для теории капил-
лярных волн, в которой 0B M   и 0Q  . Исключениями являются 
классический для океанологии случай открытой воды ( B M   

0)Q   и случай моря, покрытого битым льдом ( 0, 0)B Q M   , 
когда порядки уравнений по пространственным переменным как в 
приближении гидростатики, так и в полной задаче совпадают и рав-
ны двум. 

Таким образом, ледяной покров существенно влияет на характе-
ристики волн Кельвина в области коротких волн (десятки и первые 
сотни метров), для длинных же волн (тысяча и более метров) его 
роль незначительна. Приближение гидростатики искусственно завы-
шает порядок уравнений по пространственным переменным в зада-
чах, в которых учитывается влияние ледяного покрова. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в 
рамках научных проектов № 12-05-00889 и № 12-05-93086-Норв. 
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