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Ротор — обязательный элемент большинства турбомашин. Поэтому с развитием 
технологий в области машиностроения обозначилась необходимость количе-
ственной и качественной оценки поведения роторных систем при разгоне, что со-
провождается прохождением через резонанс системы. Рассмотрены методы 
описания больших поворотов с использованием вектора Эйлера и тензора Жилина. 
Приведена апробация «роторного» способа описания больших поворотов на при-
мере задачи разгона ротора под действием внешнего момента. Представлена ро-
торная система, включающая жесткий невесомый вал, диск, установленный 
с эксцентриситетом, комбинированную опору со сферическим шарниром и угло-
выми пружинами. Показано, что при прохождении резонанса во время разгона 
ротора часть энергии вращения переходит в энергию поперечных колебаний, что 
приводит к снижению скорости его вращения и к увеличению амплитуды попереч-
ных колебаний. Отмечено, что эффект затягивания ротора в резонанс наиболее 
опасен при малых вращающих моментах ротора, так как для прохождения резо-
нанса требуется значительно больше времени и возрастает риск его поломки при 
увеличении амплитуды колебаний. Предложенный способ расчета динамики ро-
торной системы рекомендуется для составления алгоритмов разгона роторов, 
которые используются при написании программ систем автоматизированного 
управления. 
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Введение. Ротор — неотъемлемый элемент современных турбо-

машин [1, 2], к которым относятся центробежные насосы, авиацион-
ные газотурбинные двигатели, судовые энергетические установки  
и т. п. На ротор воздействует множество факторов, определяющих 
его ресурс, и один из них — повышенная вибрация. При прохожде-
нии ротором резонансных частот [2] при разгоне и торможении [3–6] 
в нем возникают вибрации. Однако на их появление также влияет 
эксцентриситет расположения центра масс в роторе. Причиной его 
возникновения может стать дефект как производственный, так и при-
обретенный в ходе эксплуатации. Например, во время работы авиа-
ционного двигателя может произойти отрыв лопатки, из-за чего 
центр масс ротора значительно переместится [7]. В таком случае тре-
буется безопасно остановить двигатель, в обычных условиях работа-
ющий на зарезонансной частоте вращения. А это означает, что в про-
цессе остановки ротор должен пройти как минимум через один 
резонанс. В этот момент могут возникнуть значительные поперечные 
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колебания всего ротора или его отдельных компонентов и суще-
ственно возрасти нагрузка на опоры [7]. В задачах разгона ротора 
немаловажно правильно выбрать систему управления этим процес-
сом [4, 8]. Грамотно составленная программа позволит свести к мини-
муму энергетические затраты и не допустить возникновения больших 
вибраций ротора, которые могут привести к выходу из строя его опор 
вследствие продолжительных повышенных нагрузок, а также поломке 
элементов, расположенных в непосредственной близости от ротора, 
вроде гребешков лабиринтного уплотнения [1] и росту трещин 
в элементах конструкции, прилегающих к статору, который находится 
в непосредственном контакте с ротором. 

В задачах роторной динамики подразумевается, что поворот во-
круг оси продольного направления гораздо больше поворотов вокруг 
осей, расположенных в поперечных направлениях. В задачах ротор-
ной динамики существует множество способов описания больших 
поворотов. Как показано в [9–12], основной недостаток способов 
описания таких поворотов — особые точки. Для его исправления при 
использовании вектора Эйлера были разработаны следующие спосо-
бы: инкрементный — для описания больших поворотов [9, 10];  
«отката» на 2π [10]; комбинирующий повороты вокруг продольной  
и поперечной осей [11, 12]. 

Цель данной работы — исследование вызванных геометрической 
нелинейностью физических явлений, которые возникают при прохож-
дении ротора через резонансные частоты в процессе его разгона. Для 
этого будут использованы уравнения, представленные в [11, 12], кото-
рые описывают полный поворот с вектором Эйлера ϑ посредством 
разделения сложного движения на повороты вокруг двух осей — про-
дольной и поперечной (рис. 1). 

 

Рис. 1. Осевой (угол φ) и поперечный (вектор Эйлера γ)  
повороты вокруг осей е и  

 
Метод представления больших поворотов. В случае малых по-

воротов разделение полного поворота на части сводится к проециро-
ванию на ось ротора и на перпендикулярную оси плоскость. В случае 
больших поворотов необходимо привлекать тензоры поворота [11, 12]: 
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где L(ϑ) — тензорная функция векторного аргумента, позволяющая 
вычислить тензор поворота по заданному вектору Эйлера [12]; e — 
единичный орт; θ — длина вектора Эйлера (рис. 2); E — единичный 
тензор; × — знак векторного произведения;  — знак диадного про-
изведения. 

 

Рис. 2. Вектор Эйлера [12] 
 
Из формул (1) получено правило комбинирования угловых ско-

ростей при наложении двух последовательных поворотов [13]: 

.    L                                             (2) 

Данный подход позволяет точно определить полный поворот  
с использованием разделенных векторов Эйлера φе и γ: первый пово-
рот вокруг неподвижного орта e на угол φ, второй — вокруг попе-
речной оси, проходящей через вектор γ на угол |γ| [11, 12]. 

Поскольку один из поворотов является плоским, можно восполь-
зоваться формулами кинематики плоского движения: 
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С помощью тензора Жилина определяется угловая скорость вто-
рого поворота: 
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где В(ϑ) — тензорная функция векторного аргумента, позволяющая 
вычислить тензор Жилина по заданному вектору Эйлера [12]. 

Подстановка уравнения (2) в выражения (4) с учетом выраже-
ний (3) позволяет выразить производную вектора γ через угловые 
скорости [11, 12]: 

 .d

dt

     В L e

                                  (5) 

Проецирование соотношения (5) на продольную ось ротора  
с учетом условия ортогональности векторов e и γ приводит к тож- 
деству [11, 12] 
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из которого можно представить ωφ через полную угловую скорость: 
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Выражения (3) и (5) с учетом (7) являются искомыми дифферен-
циальными уравнениями кинематики вращательного движения, пред-
ставленного композицией двух поворотов — φе и γ. 

Расчетная схема. В качестве объекта исследования (рис. 3) высту-
пает жесткий невесомый ротор, у которого на одном конце расположен 
диск, установленный с эксцентриситетом δ, а на другом — комбиниро-
ванная опора, позволяющая ротору беспрепятственно вращаться вокруг 
всех осей. Комбинированная опора состоит из сферического шарнира и 
двух пружин с угловой жесткостью k, работающих при поперечных пе-
ремещениях ротора. В начальный момент времени (t = 0) ротор отпус-
кают и начинают разгонять внешним моментом Mz, сохраняющим зна-
чение и направление в пространстве независимо от положения ротора. 

 

Рис. 3. Расчетная схема жесткого невесомого ротора 
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Численный расчет проводится при следующих данных: длина ва-
ла l = 0,5 м; угловая жесткость пружин k = 2000 Н  м/рад; масса диска 
m = 5 кг; радиус диска R = 0,25 м; эксцентриситет δ = 0,005 м; уско-
рение свободного падения g = 9,81 м/с2; внешний момент для первого 
варианта Mz = 1,5 Н  м, для второго — Mz = 3,2 Н  м; интервал време-
ни для первого варианта tmax = 10 c, для второго — tmax = 5 c. 

Полная система уравнений для рассматриваемой задачи включает 
дифференциальные и алгебраические уравнения. Дифференциальные 
уравнения содержат уравнение динамики вращательного движения, 
«роторные» уравнения кинематики больших поворотов и уравнение 
для вычисления работы внешнего момента: 
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где K — кинетический момент; rc — радиус-вектор центра масс ро-
тора; А — работа, совершаемая моментом Mz; ez — орт координатной 
оси вращения z (при этом e = ez). 

Алгебраические уравнения имеют вид 
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где ex, ey — орты координатных осей x и y; J — тензор инерции рото-
ра; J0 — тензор инерции диска с учетом эксцентриситета при распо-
ложении оси ротора строго в направлении оси z (вычисляется по тео-
реме Штейнера); Jc — тензор инерции диска; rc0 — положение 
центра масс ротора при t = 0. 
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Для численного решения построенной системы применяют 
начальные условия вида 

   
   

0 0, 0 0,

0 0, 0 0.A

  

  

K
                                   (10) 

Медленный разгон ротора с затягиванием в критический ре-
жим движения. При разгоне ротора (рис. 4) модуль угловой ско- 
рости сначала растет по линейному закону, а затем в районе критиче-
ской частоты (|ω| ≈ 38,8 рад/c) перестает плавно возрастать. Парал-
лельно наблюдается увеличение амплитуды поперечных колебаний 
(рис. 5). 

  

Рис. 4. Разгон ротора при Mz = 1,5 Н  м Рис. 5. Поперечные отклонения ротора 
во время разгона при Mz = 1,5 Н  м 

 
Оценка погрешности численного расчета. Правильность чис-

ленного решения подтверждается в случае выполнения закона сохра-
нения полной энергии системы: 

  ,nE U T A t                                           (12) 

где U — потенциальная энергия системы; T — кинетическая энергия 
системы. 

Для вычисления полной энергии системы запишем уравнения по-
тенциальной и кинетической энергии 
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Закон сохранения энергии выполняется (рис. 6), так как 
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Рис. 6. Полная энергия во время разгона при Mz = 1,5 Н  м 
 
Быстрый разгон ротора с проскоком критического режима 

движения. Как показал предыдущий расчет, ротор действительно 
может быть затянут в критический режим и не выходить из него. 
Внешний момент просто накачивает энергию в систему, но не разго-
няет ротор. Очевидно, что можно бороться с этим нежелательным яв-
лением, разгоняя ротор более интенсивно. Для этого рассмотрим слу-
чай разгона ротора моментом, величина которого намного больше. 
При интенсивном разгоне ротора (рис. 7) модуль угловой скорости 
сначала возрастает по линейному закону, затем ненадолго отклоняется 
от него, а потом снова выходит на линейный закон. Следовательно, 
при прохождении резонанса энергия системы начинает расходовать-
ся на увеличение поперечных колебаний (рис. 8), а при отдалении от 
него работа внешнего момента перестает тратиться на возрастание 
поперечных колебаний. 

  

Рис. 7. Разгон ротора при Mz = 3,2 Н  м Рис. 8. Поперечные отклонения ротора 
во время разгона при Mz = 3,2 Н  м 

 
Заключение. На основе уравнений «роторного» способа описания 

больших поворотов были получены результаты, свидетельствующие  
о перетекании энергии вращения ротора в энергию поперечных коле-
баний при прохождении резонанса. Было проведено исследование, при 
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котором стало видно, что при уменьшении внешнего вращающего мо-
мента на прохождение резонанса ротора требуется затрачивать больше 
энергии, т. е. возникает имеющий нелинейную природу эффект «затя-
гивания» ротора в резонанс. 

Полученные данные позволяют рекомендовать описанный метод 
с использованием «роторного» способа описания больших поворотов 
для разработки алгоритмов разгона роторов. 
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rotor drag into the accelerated rotor resonance 
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Rotor is a mandatory element of most turbomachines. With development of technologies 
in the mechanical engineering, a need arose for quantitative and qualitative assessment 
of the rotor system behavior during acceleration, which in turn is accompanied by pass-
ing through the system resonance. This paper considers methods for describing large 
turns using the Euler vector and the Zhilin tensor. The rotor method of describing large 
turns was tested using the example of a problem involving a rotor accelerating under the 
external torque influence. The considered system included rigid and weightless shaft, disk 
installed with the eccentricity and combined support with spherical joint and corner 
springs. It is shown that when resonance appears during the rotor acceleration, part of 
the rotational energy is converted into the transverse vibration energy, which leads to a 
decrease in the rotor rotation speed and an increase in the transverse vibration ampli-
tude. This effect of dragging the rotor into resonance is most dangerous at the low rotor 
torques, since it takes much more time to pass the resonance, and the risk of rotor failure 
also increases as a result of the growing vibration amplitude. The proposed method for 
calculating the rotor system dynamics is recommended in developing the rotor accelera-
tion algorithms, which are used when writing programs for the automated control sys-
tems. 
 
Keywords: rotor acceleration, resonance, transverse vibration, Euler vector, large rota-
tion, disk, eccentricity 
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